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Première partie 


Introduction et méthodes 


d’analyse 


Problèmes abordés 


Les équations aux dérivées partielles (EDP) permettent de prédire l’évolution au 
cours du temps ¢ d’une quantité physique #, par exemple un champ de pression, ou 
de température, sur un domaine de l’espace, connaissant cette quantité à un instant 
initial. Pour calculer leurs solutions, il est souvent nécessaire de recourir à la simula- 
tion numérique sur ordinateur. Comme même les ordinateurs les plus puissants ne 
peuvent traiter qu'un ensemble certes grand, mais fini, de nombres, il faut ramener 
PEDP à un problème discret : les valeurs de sa solution vont être recherchées en 
un ensemble discret de points du domaine, et à des valeurs discrètes du temps. On 
conçoit que cette opération ne puisse donner qu’une solution approximative. Le but 
de lanalyse numérique est de concevoir des méthodes de discrétisation, appelées 
schémas numériques, et de s'assurer qu’ils fournissent une solution se rapprochant 
de la solution de l'EDP quand la discrétisation est assez fine en espace et temps. 
Par exemple, dans le cas d’un domaine monodimensionnel repéré par la coordonnée 
x, si l’ensemble de points a pour coordonnées les multiples j d’un pas d’espace, 
et l’ensemble d’instants les multiples nt d’un pas de temps T, où j et n sont des 
entiers, il faut s'assurer que les valeurs #,(jh, nt) de la solution du schéma tendent 
(ie. convergent) en un certain sens vers les valeurs u(x = jh, t = nt) de la solution 
de PEDP quand h et t tendent vers zéro. Nous poursuivons l’objectif un peu dif- 
férent d'analyser quantitativement les schémas, i.e. de prédire leurs résultats. Nous 
cherchons plus spécifiquement à obtenir des formules (autant que possible) expli- 
cites, exactes ou approchées, de la solution fournie par les schémas étudiés. De telles 
formules permettent en effet de comprendre simplement et précisément comment 
se comporte un schéma, en particulier comment il converge vers la solution de 
l'équation de départ, et quels artéfacts numériques il est susceptible d'introduire. 


Nous considérons des problèmes dits de Cauchy, ze. où u est calculé à partir de 
conditions dites initiales, pour des EDP linéaires hyperboliques (comme l’équation 
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des ondes : # sera un champ de pression) ou paraboliques (comme l'équation de la 
chaleur : # sera un champ de température). En somme, le problème continu est de 
calculer la solution u(x, t), où x est la variable d’espace et ¢ le temps, connaissant 
u(x, 0). Nous analysons principalement des problèmes monodimensionnels, posés 
sur tout R, ou sur un intervalle, mais, dans ce dernier cas, pour des conditions aux 
limites périodiques uniquement. Nous traitons aussi quelques problèmes bidimen- 
sionnels, posés sur R?, de calcul de u(x, y t) à partir de u(x, y 0). 


Nous prenons principalement comme condition initiale, en 1D, la distribution de 
Dirac 6(x), soit 
u(x, 0) = ô(x) 


Dans ce cas, la solution exacte est la fonction de Green G,(x, t) de l'EDP Nous 
définissons la fonction de Green d’un schéma, comme la solution G, (jh, nt) obtenue 


avec ce schéma du problème discret avec comme condition initiale G;(jh, 0) = 5, 
ce qui correspond à une condition initiale 46(x) pour PEDP, puisque la maille est 
de longueur 4. Pour un schéma idéal G;(jh, nt) = hG,(jh, nt) (nous espérons 
que cette différence de normalisation, qui allège les formules, ne perturbera pas le 
lecteur...). Mais tout schéma introduit des artéfacts numériques, non présents dans 
G,(x, t), comme un étalement, ou bien des oscillations. Ce problème a un intérêt 
intrinsèque, mais aussi plus général. En effet, pour les EDP linéaires, la solution 
u;(jh, nt) du schéma pour une condition initiale #(jh, 0) s'obtient par convolution 
avec G,(jh, nt), qui caractérise en quelque sorte le schéma. 


Nous prenons aussi parfois comme condition initiale la marche montante H(x) ou 
descendante H (—x), où H est la fonction de Heaviside. Dans ce cas aussi, les schémas 
introduisent des artéfacts. Nous analyserons aussi l’ordre de convergence (la notion 
dordre d’un schéma est définie plus loin) pour cette condition initiale. Il est le plus 
souvent bien inférieur à l’ordre nominal du schéma. 


Ce n’est en effet que pour des conditions initiales assez régulières (z.e. avec un certain 
nombre de dérivées continues) que l’on dispose de théorèmes de convergence d’appli- 
cation simple, comme le théorème de Lax, pour les équations aux dérivées partielles 
linéaires. Ce sujet est bien documenté dans la littérature, et nous le développons 
moins en détail, nous bornant à rappeler les résultats essentiels. 


Pour valider et illustrer les méthodes employées, les prédictions théoriques seront 
comparées à des simulations numériques pour un ensemble de schémas représenta- 
tifs, de différents ordres. Mais commençons par préciser quelles EDP nous allons 
considérer. 


Nous avons regroupé dans l’Appendice, qui constitue la dernière partie de l'ouvrage, 
un ensemble de résultats auxquels nous nous référons dans le corps du texte. 


Les équations 
traitées 


XI Equations hyperboliques 


Nous renvoyons à la littérature [9, 14] pour une définition précise de l’hyperbolicité. 
En termes simples, pour une équation hyperbolique, le problème aux conditions 
initiales est bien posé : il n’y a pas amplification non bornée de la condition initiale 
exp (kx) en temps fini pour k — oo. 


2.1.1 Equation d’advection 


LEDP hyperbolique linéaire modèle est l’équation d’advection 1D 4 vitesse constante 
ae R*: 
du + adçu = 0, u(x, 0) = f(x) (2.1) 


Cette équation a une solution exacte explicite 


u(x,t) = u(x — at,0) = f(x — at) (2.2) 


La condition initiale est, selon (2.2), simplement transportée sans déformation. Cela 
permet des comparaisons aisées de la solution exacte de l'EDP aux résultats des 
schémas numériques. 


Un exemple d’équation non hyperbolique est obtenu en modifiant de façon 
(apparemment) mineure l'équation (2.1) : # + iaus = 0. Considérons en effet 
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la condition initiale #(x, 0) = exp (ékx). La solution est de la forme u(x,t) = 
A(t) exp (ikx) et A(t) vérifie A' (t) — kaA(t) = 0, A(O) = 1 soit A(t) = exp (kat), 
qui mest pas borné quand le nombre d’onde k — oo. 


2.1.2 Equation des ondes 


Léquation des ondes sonores est une autre équation hyperbolique. Elle s'écrit, en 
1D, pour une vitesse du son égale à 4 


Ut — A Ux = 0 (2.3) 


Comme elle est dordre 2, il faut préciser les conditions initiales sur la fonction 
u(x,0) = u(x) et sa dérivée u,(x%,0) = v(x). Comme l'équation d’advection 
(2.1), l'équation des ondes (2.3) a une solution explicite, qui s écrit 


x+at 


u(x, t) = (u? (x — at) + u? (x + at))/24 | Pod 


X—at 


En 1D, l’équation des ondes comme l'équation d’advection transporte les conditions 
initiales sans les déformer. Léquation des ondes génère, pour u(x, 0) = 0, u(x, 0) = 
uo (x) deux signaux se propageant l’un vers la droite, l’autre vers la gauche, alors que 
l'équation d’advection propage le signal dans une seule direction. 


En dimension supérieure, la situation est plus complexe : la forme du signal évolue 
lors de sa propagation. Nous reviendrons sur les solutions de l’équation des ondes, 
en particulier sur les fonctions de Green de cette équation, dans la partie consacrée 
aux applications. 


2.1.3 Equations non linéaires 


Un exemple d'EDP hyperbolique non linéaire est l'équation de Burgers sans 
viscosité : 


oru + ud,u = 0 


Elle peut générer des solutions discontinues (comme des chocs [10]), méme a partir 
de conditions initiales régulières. En effet, la vitesse de propagation est maintenant 
u, si bien qu’une rampe descendante u(x, 0) = 1,x <0, #(x,0) =1—x%0<-x <1, 
u(x, 0) = 0, x > 1 va se transformer en marche descendante. 


Nous ne traitons pas directement dans ce texte, centré sur les schémas numériques 
pour les équations aux dérivées partielles linéaires, de l’équation de Burgers. Toute- 
fois, les résultats obtenus sur les conditions initiales de type marche pour l’équation 
d’advection illustrent assez bien le comportement des schémas au voisinage des chocs 
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pour cette équation non linéaire [21]. De plus, une méthode possible d’étude des 
équations non linéaires est de les linéariser [2]. 


IPP Equations paraboliques 


Léquation parabolique [9] modèle est l’équation de la chaleur (ou de la diffusion) 
qui, en 1D, s'écrit, avec & € Rt coefficient de diffusion 


du — að? u = 0 (2.4) 


Contrairement aux équations précédentes, l’équation (2.4) change la forme des 
conditions initiales, en amortissant les composantes haute fréquence, ce qui la rend 
régularisante. On peut le voir en appliquant la transformation de Fourier. Léquation 
(2.4) s'écrit, dans l’espace réciproque 


PA + ve: = 0 


et sa solution est Z(4, t) = (4,0) exp(—ak*t), soit, pour la condition initiale 
u(x, 0) = exp (ikx), u(x, t) = exp (ikx) exp (—ak?t). Lamortissement (au sens de 
décroissance au cours du temps) est d’autant plus rapide que le nombre d’onde & est 
grand. 


DEW) Fonctions de Green 


Le terme fonction de Green est utilisé dans ce texte, par abus de langage, pour 
désigner la solution de l'équation sans second membre, et avec comme conditions 
initiales u(x, 0) = 6(x). Dans la littérature, il est plutôt défini comme la solution de 
l'équation avec conditions initiales nulles et second membre ô(x)ô (+). 


Par exemple, pour l’équation d’advection en 1D, la fontion de Green selon notre 
définition s'écrit 
G(x, t) = d(x — at) 


Pour l'équation des ondes en 1D, qui est du second ordre, il faut spécifier une 
condition initiale pour la fonction, une pour sa dérivée en temps. Si on choisit de 
définir la fonction de Green avec comme conditions initiales la distribution de Dirac 
sur la fonction, et 0 sur la dérivée, soit G(x, 0) = ê (x), G(x, 0) = 0, 


G(x, t) = = — at) + 6(x + at)) 
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Pour l'équation de la diffusion en 1D, G s'écrit 


Cie 1 x 
, t) = —— Se 
< 2/mat xP 4at 


La fonction de Green de (2.4) est une gaussienne (donc une fonction analytique) 
qui s’élargit avec le temps. On voit à nouveau que pour l'équation d’advection et 
l'équation des ondes, la non-régularité des conditions initiales persiste dans le temps, 
alors qu’elle disparaît pour l’équation de la diffusion. 


Les méthodes usuelles pour résoudre les EDP sont les différences, éléments, et 
volumes finis [26]. Nous nous focalisons sur la méthode des différences finies, trés 
utilisée notamment pour les EDP présentées ci-dessus. 


Méthode 
des différences finies 


En 1D, un schéma aux différences finies [25] recherche une approximation, notée 
u”, des valeurs #(jh, nt) de la solution d’une EDP aux points d’une grille régulière en 
espace (pas ) et en temps (pas T). Il se traduit par des relations entre ces quantités u? 
caractérisées par deux indices : un indice temporel 7 et un indice spatial j. Ces rela- 
tions sont appelées équations aux différences partielles. Si la résolution d’équations 
aux différences, i.e. à un seul indice, est le sujet de plusieurs ouvrages complets et 
didactiques, il n’en va pas de même des équations aux différences partielles (EDiP) : le 
seul ouvrage entièrement consacré à ce sujet est à notre connaissance [5]. Le chapitre 
sur les méthodes d’analyse des schémas présente les méthodes de résolution, exactes 
ou approchées, des EDiP dans un contexte différences finies. Mais, sur maillage régu- 
lier, les éléments et volumes finis se ramènent aussi à ces équations, ce qui leur donne 
une généralité supplémentaire. Dans le cas des volumes finis, u” sera une approxi- 
mation de la valeur moyenne de u(x, t) sur la maille de centre x = jh et le pas de 
temps ¢ = nt. Les EDIP s'appliquent aussi à des problèmes multidimensionnels, il 
y aura autant d’indices spatiaux que de dimensions d’espace. Par exemple, en 2D, 
nous notons j et m ces indices et ui, les quantités recherchées. 


Avant de traiter des EDIP, nous présentons brièvement les différences finies. 


DER Principe de la méthode 


Commençons par le cas simple d’une équation différentielle ordinaire (EDO) du 
ç P q 
premier ordre, relation entre # et sa dérivée u’. La méthode des différences finies 
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s'applique aussi. Elle calcule une approximation u; des valeurs #(jh) de la solution 
u de PEDO sur une grille régulière de pas h, en approximant # par un quotient 
différentiel. Par exemple, la dérivée #/ (jh) peut être approchée sur une grille de pas 
h par 
uj — Uj—1 
le: J J 
u (jh) ~ ———_ 
Y h 
Pour les EDP en 1D, nous notons zl indice du pas de temps, et, comme dit plus haut, 
la solution du schéma est notée u’. Nous prenons toujours un pas de constant noté 


T, et u; est approximation de u(x, t) en x = jh, t = nt. Le quotient différentiel 
(3.1) approche alors la dérivée partielle en x 


n n 


u. E 
tty (jh, nT) © = (3.1) 


Dans les applications, l'EDP est souvent posée sur un domaine borné, soit, en 1D, 
sur un intervalle, 7 est alors un entier naturel, compris entre 0 et J — 1, et une (ou 
des) conditions aux limites est (sont) imposée(s) en 0 (et/ou en J — 1). Mais, pour 
les études de schémas, nous considérons soit un problème posé sur tout R, donc 
une grille (virtuelle) infinie, et un indice spatial j dans Z, soit un problème posé 
sur un intervalle, mais avec une condition aux limites périodiques (#(7) = #(0)). 
Cela permet, comme expliqué dans le chapitre « Méthodes d’analyse des schémas », 
d'obtenir des solutions explicites des EDIP constitutives du schéma, par analyse de 
Fourier. 


Dans le cas multidimensionnel, il y a plusieurs indices spatiaux. Par exemple en 2D, 
ces indices sont j et m, et la solution du schéma est notée Hi» approximation de 


u(x, y t) en x = jh, y = mh, t = nt. Les dérivées partielles sont aussi approchées 
par des quotients différentiels, par exemple 


n n 
Yim = 4G—1)m 


h 


n_ 


n 
u uy. 
ÿ G= Dm 
o (ty) X 
jm 


h 


(Ux ee = 


L'opérateur essentiel, à partir duquel sont construits les quotients différentiels, donc 


les schémas, est l'opérateur de décalage, ou shift en espace S. Il associe à la suite | 74 


la suite tar |, et (3.1) se réécrit 


(I — Su? 


ux (jh, nt) © 7 


En multidimensionnel, il y a un opérateur de décalage spatial par dimension. De 
même que l’espace, le temps est discret, et nous notons T Popérateur de décalage 


en temps, associant, à la suite [ur] la suite a k 
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EFJ Ordre d'une approximation différences finies 


L'ordre d’une approximation différences finies mesure la précision de cette approxi- 

mation : si l’erreur d’approximation est O(/?), elle est dite d'ordre p. La norme 

utilisée dans ce livre est essentiellement la norme du maximum : | u | = sup |u; . 
j 


L'évaluation de l’ordre d’une approximation différences finies de u’ dans une EDO 
(ou de uy dans une EDP) repose sur des développements de Taylor. Plus précisément, 
la fonction u est injectée dans le quotient différentiel et on développe en supposant 
que cette fonction est assez régulière (z.¢. que les dérivées à l’ordre nécessaire existent). 
Par exemple, si on utilise l’'approximation (3.1), comme, par développement de 
Taylor, au point x = (j — 1)h 


u((j — 1)h) = u(jh) — hu! (jh) + Wu" (Gh)/2 + OP) 
on obtient 
uh — u(G— Dh) , k 
h Ta 
Le terme dominant de l’erreur d’approximation, — (4/2) u” (jh), est proportionnel 


à h, donc d’ordre 1. On dit que l'approximation est consistante à l’ordre 1. Si on 
choisit maintenant comme approximation de u, 


ul (jh) + O() 


, UjH1 — Uj- 
Ye © 3.2 
u; ah (3.2) 


comme la combinaison des développements de u(x + h) fournit 


u((j + 1h) — u((j— 1)h 

(7+ DA) — ul — IA) = (jb) + OW) 
2h 
et l’approximation (3.2) est consistante à l’ordre 2. Ces écritures supposent la régu- 
larité de u, i.e. existence de dérivées bornées jusqu’à l’ordre du développement de 
Taylor, soit 1 pour (3.1) et 2 pour (3.2). 
On note Q, une approximation d’ordre p de l’opérateur de differentiation. Nous 
avons vu approximation (3.1) d'ordre 1, dite décentrée amont, souvent notée D_: 

Uuj—ı 


y= 
D-(u) = = 


et approximation centrée (3.2), d'ordre 2, notée Do : 


Uj+1 — uj—ı 
Dua 
t 2h 
Il est possible d'obtenir des approximations d’ordre plus élevé. En appendice sont 
présentées celles utilisées dans ce livre : schémas centrés ou décalés et schémas dits 
de Strang. 
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EEJ Schémas pour l'équation d'advection 
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Nous allons maintenant appliquer ces approximations aux différences finies aux 
opérateurs de dérivation en espace et en temps pour construire des schémas pour 
l'équation (2.1) d’advection 1D u, + au, = 0, nous en profiterons pour rappeler les 
notions de consistance et de stabilité d’un schéma. 


3.3.1 Ordre de consistance d'un schéma 


Comme vu précédemment, l’ordre p d’une discrétisation d’un opérateur différentiel 
est l’ordre de la différence entre l'opérateur et son approximation appliquée à une 
fonction régulière. Un schéma pour l'équation d’advection peut être obtenu en dis- 
crétisant séparément les dérivées partielles en espace à l’ordre p et en temps à l’ordre g. 
Comme précédemment, l'erreur de consistance des opérateurs de différentiation en 
espace et en temps est obtenue en appliquant le schéma à une fonction suffisamment 
régulière. L'erreur de consistance du schéma est la somme des erreurs de consistance 
sur chacun des opérateurs de différentiation. On obtient ainsi des schémas d’ordre 
p en espace et g en temps, avec une erreur O(#?) sur la discrétisation en espace et 
O(t7) sur la discrétisation en temps. Une autre manière de voir est d'appliquer le 
schéma à une solution exacte de l’équation d’advection (2.1) : le résultat est l’erreur 
de troncature. On retrouve bien la somme des erreurs de consistance sur chacun des 
opérateurs de différentiation, mais la méthode s'applique aussi à des schémas (par 
exemple, les schémas à un pas et 3 points étudiés ci-dessous), où les discrétisations 
en temps et en espace ne sont pas séparées. 


A titre dexemple, utilisons la discrétisation décentrée amont (3.1) pour la dérivée 


en espace, soit (u? — u"_,)/h, et la dérivée en temps, soit (Cas — u’) /T, ce qui 
conduit, pour EDP (2.1), au schéma 
utl ut utut] 
CER EN) (3.3) 
T h 
(3.3) s écrit, avec le paramètre de Courant n = at/h 
n+l _ = n n 
u = (1 n)u; + uy (3.4) 


Le schéma (3.4), dit upwind ou décentré amont, est consistant à l’ordre 1 en espace 
et en temps: son erreur de troncature est O(h) + O(t). Mais ce qui nous intéresse 
au final n’est pas l’erreur de troncature, mais l’erreur du schéma, définie comme la 
différence, dans une certaine norme, entre la solution du schéma et la solution de 
l'EDP Un schéma est dit convergent si cette différence (że. erreur du schéma) tend 
vers 0 quand les pas de maillage ( en espace et T en temps) tendent vers 0. 


La relation entre erreur de troncature et erreur du schéma est exprimée par le théorème 


de Lax-Richtmyer. 


Méthode des différences finies 


3.3.2 | Théorème de Lax-Richtmyer 


Il sénonce ainsi : 
Théoréme 


Un schéma consistant à l’ordre p en espace et g en temps, pour une EDP linéaire, 
est convergent à ces mêmes ordres, pour des conditions initiales assez régulières, s'il 
est stable. 


Les notions de consistance et de stabilité sont définies ci-après : 
Consistance 


Un schéma est dit consistant à l’ordre p en espace et g en temps si son erreur de 
troncature est en O(/?) + O(T1). 


Stabilité 
Un schéma est dit stable sil donne des résultats u? bornés ze. si, pour T donné, 
n 
u’ 
| 
{0,7}, D(T) une fonction de T Dans ce livre, nous utilisons essentiellement la 
norme du maximum, ou norme L®, 


< D(T), où ||#|| désigne une norme, non précisée ici, de la suite u’, j€ 


Sous condition de stabilité, la différence entre la solution de EDP et la solution 
donnée par un schéma d’ordre p en espace, g en temps sera majorée par C(A +T), si 
la condition initiale est assez régulière. Pour certains schémas, la stabilité implique une 
relation de la forme n = at/h < Nim. Il est alors cohérent de choisir g = p. L'erreur 
est alors O(/?), et le schéma dit « d'ordre p » sans plus de précision. 


Le théorème de Lax-Richtmyer permet de ramener le problème de convergence de 
la solution du schéma vers celle de PEDP à la vérification (relativement) facile : 


— de la consistance : on injecte la solution de EDP dans le schéma, on fait les 
développements de Taylor pour calculer l’erreur de troncature et donc l’ordre du 
schéma; 


— de la stabilité : plusieurs méthodes sont possibles pour la vérifier, la plus simple 
(Von Neumann) pour les schémas linéaires consiste à s'assurer que le schéma 
namplifie pas les exp(żkx), k dans [~x /h, x/h]. 


Les conditions de régularité seront précisées plus loin. Ces conditions de régularité ne 
sont pas satisfaites pour la fonction de Green G, du schéma, définie plus haut comme 
0 


la solution du schéma pour une condition initiale u? = l pour j = 0, “4 = 


pour j # 0. Rappelons qu’un des buts de ce livre est le calcul exact ou approché de 
cette fonction de Green. Elle permet notamment de comprendre quantitativement 
le comportement du schéma, pour cette condition initiale particulière, mais aussi 
plus généralement, car la solution pour une condition initiale générale s’obtient par 
convolution avec G.. 


13 


14 


Analyse quantitative des schémas numériques 


3.3.3 Exemples de schémas 


Dans cette section, pour illustrer les concepts précédents, quelques schémas types 
P P quelq P 
pour l’advection sont étudiés du point de vue de l’ordre et de la stabilité. 


Schémas à un pas 


+1 


Un schéma est dit à un pas si la solution u; au temps n+ 1 s'exprime uniquement à 


l’aide des valeurs ui, j’ € I au temps n. Le schéma est alors caractérisé par l’intervalle 


I = {j—nj +s} auquel appartient j’, et par les coefficients de pondération des 
ui. Le schéma général s'écrit 
n+1 


= n n n n 
uj = C—rUj p F rtl U py] +... + Ot; +...4 stits 


Nous étudions dans cette section le cas r = s = 1, soit des schémas de la forme 


n+1 n 
uit = au | + Bu; + yu (3.5) 


Pour vérifier la consistance et calculer l’erreur de troncature re du schéma défini par 
(3.5), il est appliqué à une solution # de l’équation d’advection 


r= u(jh, (n+1)t) — au((j — 1)h, nt) — Bus, nt) — yu((j + Dh, nt) (3.6) 


En développant (3.6) à l’ordre 1, on obtient 
i = (1 —& — p — y )u(jh, nt) +T u(jh, nt) + (a — y) hu (jh, nt) + o(h) + o(t) 


puis, en utilisant l’équation d’advection vérifiée par u, l'expression (3.7) de r? 


r = (l-—a—B-y)u(jh, nt) + (a—y)h— at)us(jh, nt) + o(h) + o(t) (3.7) 
La consistance impose que i soit o(h) + o(t), d’où les conditions 
ad+B+y=1,a—-y—=at/h=1 


Ce type de schéma dépend donc de deux paramètres, par exemple v et le paramètre 
de Courant n 
v+yn v—-yn 
a= A — š = 1 — V 
7a gi 


Le schéma peut donc se mettre sous la forme suivante, dite forme diffusive 


n+l en n noon M no n n 
“j m = FO- T a) + a — 2H + ja), 


Méthode des différences finies 


ou encore 


J = 


n n n n n n 
u: — u wi Uja vh? wh 2u; + uy 4 
T 2h 2T h 


(3.8) 


On reconnaît au premier membre de (3.8) les discrétisations : 


— de la dérivée en temps: ( u”™! — wu”) /t 
P J J 


— de la dérivée en espace : ca = at) /2h, multipliée par la vitesse a 


et au second membre celle la dérivée seconde en espace : (ur, — 2u’ + u) /h, 


multipliée par un coefficient d = vh?/ (2r). Ce terme est homogène, si v > 0, à 
une diffusion. La dépendance en 4° du coefficient d est une condition nécessaire de 


la consistance du schéma. Nous verrons dans la section 4.3 sur l’équation équivalente 


ue le terme ( u”™! — u” \ /t introduit a contrario un terme d’antidiffusion. Pour 
q T J 


que le schéma soit stable, il faut que la diffusion globale du schéma, somme de ces 
deux termes, soit positive. Le schéma va introduire de la dissipation définie au sens 
suivant : les nombres d’onde présents dans la condition initiale sont dissipés par 
le schéma, i.e. leur amplitude décroît avec n. Une condition initiale de la forme 
exp(zkjh) est en effet multipliée à chaque pas de temps par un facteur (dit d'am- 
plification) g(k) < 1 dont le module est d'autant plus petit que & est grand. Cette 
notion est précisée et illustrée dans la section « Visualisation dans l’espace réciproque, 
dispersion et dissipation » du chapitre 4. Comme illustré en particulier dans la 
section du chapitre 5 consacrée au schéma upwind, la diffusion génère un étale- 
ment au cours du temps de la fonction de Green du schéma, pour la condition 
initiale #(x, 0) = hô(x), et du profil de la marche, pour la condition initiale 
u(x,0) = H(+x). Cet étalement est d'autant plus sensible que la diffusion du 
schéma, est forte, donc que v est grand. 


Schéma upwind 


Le schéma upwind est obtenu pour v = 7. Il est stable sous condition CFL (pour 
Courant Friedrichs Lewy) n < 1. Il s'écrit 
u”t! n n 


n 
pe 5 Gi — uy) + z — 2u’ + uy 1) = nua — u’) 


Il se met, comme vu plus haut, sous la forme barycentrique (3.4) 


n+l __ n s n 
4; = Uj} + (1 n)u; 


La valeur au pas de temps # + 1 est un barycentre de valeurs au pas de temps n 
avec poids n, 1 — n. Cette forme barycentrique permet, si n < 1, de démontrer 


15 


16 


Analyse quantitative des schémas numériques 


directement la stabilité en norme L% : 


ten fef+ am a er < hots 


On peut aussi montrer la stabilité en norme Z?, pour p > 1 


n P n P 
| < nw] + (1-7) (3.9) 


u; 
Sommons (3.9) sur Pindice j 


u” 


a = Jet < ety 


ELEMI HED 


jeZ jeZ 


2 


jeZ 


n+1 P n n 
É < fi A 
jeZ 


La norme de la suite u; décroit au cours du temps, le schéma est stable en norme Z?. 


Schéma de Lax-Friedrichs 


Ce schéma est obtenu pour v = 1, et s écrit 


+1 on 1 
= (1 = Mea) + Ga — 2 + a) 
ou bien 
nt Pr. +u?) 
D, cat T j T gj T Uja 


Il est stable pour 7 < 1. Le coefficient v du termes de diffusion est plus grand que 
celui du schéma upwind, sans gain en termes de stabilité. 


Schéma de Richardson 


Il est obtenu pour v = 0. Imaginé dans les années 1920 pour des simulations météo- 
rologiques, avant que les notions de stabilité maient été introduites par Courant, 
Friedrichs et Lewy dans leur article de 1928, ce schéma est instable, car son 
facteur d'amplification g = 1 — insin k est, en module, plus grand que 1 : 


[gl = /1 + (nsin $)}?. 


Schéma de Lax-Wendroff 
Il est obtenu pour v = n? et s'écrit 


2 
n n 
4 -=u = 3 Gi — uta) + z — 2u? + u) (3.10) 


Méthode des différences finies 


(3.10) se réécrit 


nl — n) 


AFL 22 n = n 
u, = nu; + n)u; 3 


n n n 

(uiti — 2u; + uj) 

Ce schéma peut donc être interprété de deux manières : ajout de diffusion au schéma 
de Richardson, ou soustraction de la diffusion du schéma upwind. Il est d'ordre 2. 
Son équation équivalente (notion définie dans le chapitre suivant) a un premier terme 
dit de dispersion : la vitesse de propagation d’une condition initiale u? = exp ikj 
dépend du nombre d’onde &. La notion de dispersion est précisée dans la section 4.4. 
Nous verrons dans la deuxième partie, consacrée aux applications, que la fonction 
de Green d’un schéma dispersif présente des oscillations. 


Ces schémas (et d’autres) sont analysés plus en détail dans la deuxième partie. Nous 
présentons dans le chapitre suivant des méthodes d’analyse quantitative des schémas 
aux différences finies. 
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Méthodes d'analyse 
des schémas 


D'un point de vue général, un schéma aux différences finies peut être défini, en 1D, 
comme une relation entre les opérateurs, présentés plus haut, de décalage en espace 


S (associant à la suite farl la suite ua ) et de décalage en temps T (associant 


à la suite [ur] la suite as D. Ces opérateurs s'appliquent aussi en continu. Ils 


associent à u(x, t) respectivement Tu = u(x,t+T) et Su = u(x + h, t), et s'écrivent 
T = expto; et S = exp hd, comme on peut le voir avec un développement de 
Taylor 
ee pe 
Su(x) = u(x +h) = ae; 
p=0 


(ax)? u = exp hdxu 


Mais un schéma est conçu pour approcher une EDP, ze. une relation entre les opé- 
rateurs différentiels 0; et 0. On conçoit que l’introduction d’échelles de temps T et 
d’espace h exogènes à EDP initiale ne peut pas être sans conséquences. Autrement 
dit, il est (en général) illusoire d'espérer représenter parfaitement l’'EDP qui relie 0; 
et d, par un schéma, qui relie T et S. En particulier, les échelles spatiales de l’ordre 
du pas d’espace ne seront pas correctement traitées. 


Tout l’objet de l’analyse numérique est de comprendre en quel sens la solution 
du schéma approche celle de PEDP. La plupart des ouvrages sont centrés sur la 
convergence de la solution du schéma vers celle de l'EDP pour des conditions ini- 
tiales régulières. Nous cherchons plutôt à établir, comme annoncé dans l’introduc- 
tion, des solutions explicites, exactes ou approchées de schémas, en nous intéressant 
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particulièrement aux conditions initiales 5, ie. valant 1 sur la maille j = 0: comme 


dit dans l’introduction, nous parlons, par abus de langage, de fonction de Green G, 
du schéma. La solution du schéma pour des conditions initiales de hautes fréquences 
spatiales exp (4j), avec k de l’ordre de l’unité différe sensiblement de celle de PEDP. 
La transformée de Fourier de 8? valant 1 sur tout le spectre, les hautes fréquences 
sont une composante non négligeable dans les conditions initiales pour G,. C’est 
une des raisons des différences entre G, et la fonction de Green G; de l'équation. 


Pour analyser le comportement d’un schéma, vu comme une relation entre T = 
exp T4, et S = exp Ad, il existe au moins trois façons de procéder. 


Soit on exprime directement la solution du schéma à partir de cette relation : nous ap- 
pelons méthodes opératorielles ces techniques, qui, quand elles s'appliquent, donnent 
simplement et directement des formules totalement explicites. 


Soit le schéma est analysé par transformation de Fourier dans l’espace réciproque (ou 
spectral), l’idée étant que, dans cet espace, T et S sont de simples multiplications. 
Cette méthode fournit la solution du schéma sous forme intégrale, donc moins 
explicite que les formules analytiques obtenues avec les méthodes opératorielles, 
mais est d’application plus générale. Elle peut amener aussi à des solutions explicites 
approchées si elles sont associées à des méthodes de développement asymptotiques 
d intégrales, présentées en appendice. 


Enfin, la relation entre T et S peut être approchée par une famille de relations entre 
les opérateurs différentiels 0, et əx, dont la plus simple sera PEDP de départ, ie. 
sans second membre. Cette méthode commode et intuitive porte plusieurs noms : 
approximation différentielle, équation équivalente (sous—entendu au schéma), équa- 
tion modifiée (sous—entendu par rapport à PEDP de départ). Nous écrirons toujours 
l'équation équivalente sous la forme appelée IT dans [24], ze. avec comme premier 
membre EDP de départ, et avec, au second membre, des opérateurs différentiels 
spatiaux. Nous verrons que les techniques opératorielles sont aussi utiles pour écrire 
‘équation équivalente. 


Nous passons en revue ces trois méthodes, qui sont essentiellement complémentaires. 


EUX Méthodes opératorielles 
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Un schéma numérique s'écrit, en une dimension, à l’aide d'opérateurs agissant sur 
des suites 4;, si indice j est dans Z (problème posé sur tout R), dans N (problème 
posé sur R+) ou sur des vecteurs (les opérateurs sont dans ce cas des matrices), si 
l'indice j est dans J = {0,...j, J — 1} (problème posé sur un intervalle 7, pour des 
conditions aux limites périodiques). 


Pour les problèmes dépendant du temps, rappelons que n est l’indice du pas de 


temps, et que la solution du schéma est notée u i 
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Dans le cas multidimensionnel, il y aura plusieurs indices spatiaux. En 2D, nous 
notons j et m les indices, by la solution du schéma. 


L'opérateur essentiel, à partir duquel sont construits tous les schémas, est l'opérateur 
de décalage positif d’un cran, ou shift en espace S, introduit plus haut. Il associe, à la 
suite {4} la suite {ur i € Z ou au vecteur {4} le vecteur {au Had el. 


Dans le cas périodique, {4} est un vecteur colonne à / composantes, et S est une 
matrice (dite circulante) avec des 1 au-dessus de la diagonale, qui agit sur le vecteur 
des { uj} . Par exemple, si J = 4, ce vecteur est 


uo 0100 
uy : 1  e_ | 0010 
5 et la matrice S s'écrit S = 0001 
u3 1000 


Nous notons S” la puissance m de l’opérateur, qui applique à { u} un décalage de 
m, i.e. lui associe { 44m}. Lentier m peut être positif ou négatif, par exemple 
0001 

1000 

0100 

0010 


Dans le cas multidimensionnel, il y a un opérateur shift par indice. Tous les opéra- 
teurs aux différences s'expriment à l’aide de l’opérateur S. Par exemple, le quotient 


si = 


Uj — Uj— 
différentiel décentré amont (3.1) D_(u;) = i s écrit sous forme opérateur 
paso Uj+1 — Uj— 

D_ = 7 et le quotient d'ordre 2 centré (3.2) Do(u;) = E V s'écrit 

§—S-} 
pS ae 
2h 


Donc tous les schémas, au moins à un pas, s’écrivent comme des combinaisons li- 
néaires de puissances positives et négatives de cet opérateur, ce qui permet d’écrire leur 
solution sous forme totalement explicite. Nous donnons ci-dessous, à titre d’illustra- 
tion, quelques exemples de solutions de schémas obtenues par méthode opératorielle. 


Réécrivons par exemple le schéma upwind (3.4) en 1D wit = nue +(1- nyu? 


à l’aide de l’opérateur S. Puisque u= Sl u’, 
n+l _ s7! n t= n s7! l—n)Du? 
um = nS u += mu; = (nS +A- mu; 


Notant (1 — n) = p,n = q, en développant la puissance, on obtient 


u! = (pl + gS')" ut = >" 4() u (4.1) 
/=0 
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La solution du schéma upwind en 1D s'exprime donc à l’aide de coefficients bino- 
miaux. En particulier, puisque la condition initiale dans (4.1) est u? = 5, le seul 


indice pour lequel u , # Vest / = j, sa fonction de Green s'écrit 
fn 
u’ = p” (7) (4.2) 


Elle s'étale donc sur les n + 1 points {0,...j,...2}. Tout schéma à un pas avec un 
« stencil » (défini comme l’ensemble des points intervenant dans le schéma) avec r 
points à gauche et s points à droite s'écrit sous la forme 


= (as TES PR eo ed a Su} 
u? = (aS + a STE EE I + + aS? (4.3) 


La solution s'exprime maintenant, en développant dans (4.3) la puissance de la 
somme d'opérateurs, comme une somme pondérée de coefficients multinomiaux. 
Elle est donc moins simple que pour le schéma upwind. 


Le cas périodique peut se traiter comme un problème d’algèbre linéaire, mais s'écrit 
formellement comme le cas sur R. Plus précisément un schéma à un pas s'écrit, en 
notant #” le vecteur des u? 


u”t! = Mu” 


M est une matrice circulante, combinaison linéaire de puissances de S. La solution 
du schéma upwind s'écrit par exemple 


u” = (pI + Su = (pI + g5" u? = if) Stu) (44) 
1=0 


(4.4) est formellement identique à (4.1), mais, dans le cas périodique, Si = I La 
solution est donc repliée sur son domaine de définition {0, ...j,...7 — 1}. 


L'opérateur shift en temps T est parfois utilisé pour traiter des schémas à un pas, qui 
s'expriment comme une relation entre T et une combinaison de puissances de S. Le 
schéma upwind (3.4) s'écrit par exemple 


T = pl +45! 


Ro n—1 __ n,0 _ —1\#,0 
uj = Tu; = Tu; = (pl +45 yu; 


C’est une simple reformulation des expressions vues plus haut. Ce point de vue a 
plus d'intérêt quand il s’agit de calculer automatiquement l’équation équivalente d’un 
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schéma totalement discrétisé, comme expliqué dans la dernière section du chapitre. 
Le schéma est alors considéré comme une relation exacte entre T = exp (t0;) et 
S = exp (h4,). Léquation équivalente l’approche à l’aide d’une relation entre 0; et 
Ox. 


Les méthodes opératorielles ont l’avantage de fournir des expressions explicites, mais 
celles-ci sont d’autant plus compliquées que le stencil du schéma comporte plus 
de points. Une autre classe de méthodes, basée sur l’analyse de Fourier, ma pas 
cet inconvénient. Par contre, la solution du schéma est obtenue sous forme d’une 
intégrale, en domaine infini, ou d’une somme, pour des conditions périodiques, 
comme nous allons le voir dans la section suivante. 


SU WI Analyse de Fourier des schémas 


42.1 Les différentes formes de la transformation 
de Fourier 


La transformée de Fourier est une application de l’espace direct, avec une variable 
continue (notée x en 1D) ou discrète (notée jh en 1D) de position vers un espace dit 
réciproque (ou spectral) avec une variable continue ou discréte notée & en 1D. Elle 
transforme un opérateur différentiel (cas continu) ou aux différences (cas discret) 
de l’espace direct, en une multiplication dans l’espace réciproque. Pour un schéma 
à coefficients constants, constitués d’opérateurs aux différences, la transformation 
de Fourier est un outil commode d’analyse. La solution du schéma est écrite dans 
l’espace réciproque. On revient ensuite par transformation de Fourier inverse dans 
l’espace réel. 


Elle ne s'applique pas stricto sensu dans le cas où j est un entier naturel, compris entre 
0 et J — 1, avec une (ou des) conditions aux limites imposée(s) en 0 (et/ou en J — 1). 


Pour pouvoir utiliser la transformation de Fourier pour déterminer la solution d’un 
schéma, nous considérons donc 


— soit une grille (virtuelle) infinie, ze. j dans Z 


— soit une condition aux limites périodiques #(7 — 1) = u(0) 


La transformation de Fourier, pour nos applications, est donc déclinée sous deux 
formes : 


— pour un maillage infini (j dans Z), transformation de Fourier semi-discrète, asso- 
ciant à la suite u la fonction 
j=+00 
AA) = XO we, k € [rn] 


j=- 
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— pour le cas périodique, transformation de Fourier discrète, associant à la suite 
uj, j € {0,7 — 1}, la suite 


J-1 
2iT p: 
ES we TH kets =i 
J 
j=0 


La transformation de Fourier semi-discréte, comme sa variante discréte, permet d’ob- 
tenir, comme expliqué dans la section suivante, des représentations explicites des 
solutions des schémas sous forme intégrale. Une formulation un peu différente, dite 
transformée en z, est aussi utilisée : nous la présenterons pour être complet, et aussi 
car elle peut s'avérer commode. 

La transformée de Fourier usuelle, associant à une fonction u(x), x € R, la fonction 

+00 
Uk) = u(xye dx est parfois utilisée pour l’étude des schémas dans la 


OO 

littérature, mais il faut pour cela généraliser le schéma à une équation aux différences 
sur R, comme nous l'avons fait plus haut pour étudier la stabilité des schémas à un 
pas et trois points. On introduit ainsi une imprécision. Nous utiliserons par contre 
cette transformation de Fourier usuelle pour calculer les solutions des équations 
« équivalentes » (en un sens à préciser), aux schémas, comme on le verra dans le 
chapitre 5. Rappelons enfin que la transformée de Fourier est une isométrie, ce que 
traduit la relation de Parseval. 


4.2.2 Transformation de Fourier semi-discréte 
TFSD en 1D 


La transformation de Fourier semi-discrète est définie par 


j=+00 
(1) eg € PZ) > Wh) = DS ue € L'[-7,7] (4.5) 


j=- 


Les espaces /2(Z) et L? [-x, 7] sont définis par leur norme respective : | u|? = 
j=+00 IT 

> Caw IRAI = J IOCH |? dk. Il peut être commode dans certains cas 
; =i 

j=—00 

(particulièrement quand intervient la variable x = jh) de faire le changement de 
variable k — kh, i.e. d'utiliser la forme 
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j=too 
uy € P(L) > RD = bY je er [= =] (4.6) 
J=- 


La transformation inverse est donnée, avec la première définition, par 


1 a Pe 
u =— | ake dk (4.7) 
2T Jr 
et, avec la seconde, par 
1 f7 ip 
uj = — | lke dk (4.8) 
27 a 


Dans la première définition (4.5), le nombre d'onde k et %(4) sont adimension- 
nés. Dans la seconde (4.6), & est Pinverse d’une unité de longueur, par exemple 
le m~!, %(4) a la dimension d’une unité de longueur. La transformation conserve 
la norme L?: [%l = V2z ||ullz et le produit scalaire 7. = 27 u.v : ce sont 
les relations de Parseval. Notons qu’il est possible d'utiliser la transformation pour 


des suites qui ne sont pas dans /*(Z), ie. pour lesquelles De (u)? est infini : 


nous le ferons en particulier pour la condition initiale de type marche descen- 
dante. La transformation remplace lopérateur S par une multiplication par e”. En 


effet 


j=+0 j'=+00 j'=+00 
à —ikj ik) — ik — ih _ ie 
Su(k) = x uje "I = oe uje G-D = ¿f a upe" = e ak) 
j=—00 j'=- j'=-00 


Donc, dans l’espace réciproque, tout schéma à un pas devient une multiplication par 
une somme de puissances de (i.e. un polynôme en) e* : cela permet d'obtenir une 
solution explicite de tout schéma à un pas dans le domaine spectral. L'application 
de la transformation inverse (4.7) fournit alors une représentation intégrale de la 
solution du schéma. Plus précisément, le schéma à un pas 


u’ = (aS + app STL H.H yee aS yu 


est caractérisé par l’opérateur aux différences Q, = a—,S7" +a_,}15 7 FLE 
al + … + 4,8”, et s'écrit dans l’espace réciproque 


WE) = (ape + appe DE ce a. H ase )u” -1 (h) 


soit, en notant Q, le facteur d'amplification 
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Q(k) = ae À + ES Su + + 20 + … + age 


Pk) = GUI) = QE" (E) (4.9) 


La solution dans l’espace direct s'obtient sous forme intégrale en appliquant à (4.9) 
la transformation de Fourier inverse 


n 1 7 nÙ ikj 
uf = 5 | B® u? (k)e” dk (4.10) 


Le facteur d'amplification Q (4) caractérise complètement le schéma, puisqu'il per- 
met d’en calculer la solution selon la formule (4.10). Il est aussi possible d'obtenir par 
analyse de Fourier des solutions explicites pour des schémas à plusieurs pas comme 
on le verra dans les exemples, notamment dans la section 3 du chapitre 5 sur le 
schéma saute-mouton. Le principe reste le même, mais la forme de la solution est 
plus complexe que pour les schémas à un pas. 


Transformée en z bilatérale 


La transformée en z est définie, sous forme dite bilatérale (car la sommation dans 
(4.11) est sur Z), par 


j=to0 
u € PI > We) = Yo yet (4.11) 


j=-00 


La série au second membre de (4.11) est une série formelle. Transformée en 

z bilatérale et transformation de Fourier semi-discréte sont strictement équiva- 

lentes : le changement de variable z = e! dans la transformée en z (4.11) donne 
j=too 

Ge) = >. ue "4 , soit la transformation de Fourier semi-discréte (4.5). Son 
j=- 

inverse s'écrit comme une intégrale en z 


1 A . 
uj = = Q(z)z 7! dz 
201 C 


C est le cercle de centre l’origine et de rayon 1, mais peut être remplacé par un 
j=to0 

contour, qui doit inclure l’origine. En effet, en substituant “(z) = > ujz ) dans 
j=- 

l'intégrale ci-dessus, on obtient par la méthode des résidus 
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La contribution de résidu en z = 0 vient du terme / = j. En particulier, la transfor- 
mée en z remplace l'opérateur S par une multiplication par z, et donc tout stencil 
spatial par une multiplication par une fraction rationnelle 


j=+00 J =+ 
Sy = (D a 
Su(z) = > uj+12 Ÿ = > Uj! z = gu(z) 
j=- j'=—00 


On peut donc en 1D appliquer l’une ou l’autre méthode. La transformée en z aboutit 
à des notations plus compactes. La liberté sur le contour (qu’on peut aussi utiliser 
pour la transformation de Fourier) permet d'obtenir des approximations par des 
méthodes de développement asymptotiques d’intégrales, en particulier la méthode 
du col, présentées en détail en appendice. Par contre, la généralisation au 2D est 
possible [32,33], mais moins commode que pour la transformation de Fourier. Nous 
utiliserons la transformée en z seulement en 1D. 


Transformée en z unilatérale 
Sous forme unilatérale, la transformée en z s écrit 
j=too 


uj € P(N) > A(z) = > ujz À 
j=0 


Elle permet, appliquée sur l'indice j, de traiter des problèmes sur des demi-droites. 
Elle peut aussi être utilisée sur la partie différence temporelle d’un schéma, l’indice 
de sommation est alors l’indice » 


n=+00 
u? e P(N) > we) = >. uz” 
n=0 


Il est ainsi possible de traiter des problémes avec maillage de pas non constant, que 
nous navons pas inclus dans cet ouvrage. Elle peut être vue comme une version 
discréte de la transformée de Laplace [32,33]. Lanalyse de Fourier permet donc 
dobtenir des représentations intégrales de la solution d’un schéma à un pas appliqué 
à une EDP linéaire. Elle s'applique aussi aux schémas semi-discrétisés en espace. 
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Représentation intégrale de la solution d'un schéma semi-discrétisé 


Considérons, par exemple, la solution du schéma discrétisé seulement en espace 
ur = Qu u(0) = u?, où Q est un opérateur aux différences d'ordre p, u est la 
suite des u(t). La transformation de Fourier semi-discréte transforme l'opérateur 


aux différences Q, en une multiplication par sa transformée Q,. Si par exemple, 
Q est l'opérateur décentré amont Q = aD_, Qi(u;) = a(uj — uj-1)/h, Q, = 
a(l — ey /h 

En appliquant la TFSD au schéma et a la condition initiale, on se raméne ainsi a 


une équation différentielle %, = Qu, (0) = wo dont la solution est, dans l’espace 
réciproque, donnée par (4.12) 


GA?) = w exp (Gr) (4.12) 


donc, revenant à l’espace réel en appliquant à (4.12) la transformation de Fourier 
inverse, on obtient la solution du schéma discrétisé en espace sous forme intégrale 


1 T a — 
u(t) = = LEA) exp (Q,t + ijk) dk (4.13) 


Q (4) est le facteur d'amplification du schéma, pour une condition initiale exp (87) = 
exp (zk). Il est homogène à une pulsation : posons Q, = —iw, où w est réel si le 
schéma est sans dissipation. Passons en variable continue x = jh. Ce passage n’est 
pas trivial, il y a plusieurs façons de procéder [25], que nous ne détaillerons pas. 
Faisons dans (4.13) le changement de variable k > kh 


h [Tri 
uj(t) = — u? (k) exp i(kx — w(k)r) dk (4.14) 
27 —7/h 
si bien que la solution (4.14) du schéma s’interpréte comme une superposition 


d'ondes planes de vitesse de phase UF Cette vitesse, qui vaut 4 pour l’équation, 
dépend de & : le schéma introduit de la dispersion. 


Comparaison à la solution exacte de l'équation 


Comparons les solutions du schéma à la solution exacte, dans le cas de l'équation 
d’advection, d’abord en version semi-discrétisée. La solution exacte de l'équation 
d’advection (2.1) u, + aux = 0 dans l’espace de Fourier s'écrit, puisque %, + ikan = 
0, T = u? exp (— ikat), comme une superposition d’ondes planes exp ik(x — at) 


1 to 
u(x,t) = + u? (k) exp ik(x — at)dk 
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En appliquant la relation de Parseval pour les produits scalaires, on obtient, puisque 
la transformée de Fourier inverse de exp ik(x — at) est d(y — (x — at)) 


+00 
u(x, t) = J uP (y)5(y — (x — at))dy = u? (x — at) 


—Co 


Le facteur d’amplification exact est exp (— ikat), celui du schéma est exp (Q,7). Il 
faut donc comparer Q, à —ika. Par exemple, pour une discrétisation amont de la 
dérivée spatiale 


Q, = —aD_ = ale — 1) /h = —ika + O(h) 


L'ordre 1 de approximation se traduit par une tangence à l’origine de —a D à —ika. 
La différence (exp (— ikat) — exp (@r)) au voisinage de # = 0 est du même ordre 
que la différence 


— ikat — Q,t © —ikat — (— ika — kah[2)t = khat /2 


En version totalement discrétisée, le facteur d'amplification exact sur un pas de temps 
est exp (— ikat) = exp (— ikh) = exp (— iknh), à comparer à Qp. Par exemple, 
pour le schéma upwind 

n 


+1 À _ — ik 
uy = nu + (na, Q=ne "+17 


\ 


Revenons à k adimensionné, et développons le facteur d’amplification exact 
exp (— ikn) 
exp (— ink) = 1 — ink — n? k? /2 + o(k°) 


et celui du schéma 


Q=ne * +1—n=1-—ink—nk?/2+ o(k’) 


dot la différence 
a i 
exp (— ink) — Q, = sen (n — 1) + o(k’) 


Le facteur d’amplification du schéma upwind approxime à l’ordre 1 le facteur d’am- 
plification exact quand & — 0. La différence des facteurs d’amplification au voisinage 
de k = 0 est d’ordre de nk? = at k?h. Pour le schéma upwind, le terme principal 
de cette différence est n(n — 1)42/2. La différence des facteurs d’amplification à la 
puissance # est d’ordre ant k*/h = k* nn. 


La représentation intégrale de la solution d’un schéma, en version semi (4.10) ou 
totalement (4.13) discrétisée, est très utile pour en analyser les propriétés de conver- 
gence. En effet, la différence entre solution exacte et solution du schéma s'exprime 
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explicitement sous forme intégrale, et la démonstration de la convergence revient à 
une majoration de cette intégrale. Cette majoration s'appuie sur la convergence du 
facteur d'amplification du schéma vers celui de l’équation pour k — 0 et sur la régu- 
larité des conditions initiales, qui se traduit par une décroissance de leur spectre pour 
k — oo. Ces points sont précisés plus loin (paragraphe 4.2.5), dans la démonstra- 
tion du théorème de convergence de Lax-Richtmyer s'appuyant sur la représentation 
en Fourier. 

La représentation intégrale permet également, cette fois pour les conditions initiales 
non régulières Dirac et Heaviside étudiées dans ce livre, de prédire le comportement 
du schéma, en particulier les artéfacts qu’il est susceptible de générer. Pour obtenir un 
résultat explicite, l'intégrale est approchée par une des méthodes de développement 
asymptotique d’intégrales présentées dans l’appendice. 


TFSD en 2 dimensions 


La transformation de Fourier semi-discrète se généralise à plusieurs dimensions. Elle 
est ainsi définie en 2 dimensions par 


jMm=+00 
tim € P(Z@LZ) > WA) = Y tyme € L'([-7,7]@[-7,x]) 


jMm=—00 


Sa transformation inverse est donnée par 
PY a te kj+il 
Wie i J alk, De TP dkdl 
4r? 
SRE —T 


Tous les résultats présentés en 1D se généralisent. Un schéma est ainsi caractérisé 
par son facteur d'amplification QE, L). Par exemple, le schéma upwind, dans la 
généralisation la plus immédiate du schéma 1D, s'écrit, notant 4 et b les composantes 
respectives de la vitesse suivant x et y, supposées positives 


(Wirt — ub) [t+ au, — Wi rym) h E Oh — im —1))/4 = 0 


Sous forme barycentrique, il s'écrit, en posant 4 = G-r = + 


n+1 __ 
hig = (1 


—q—7+r) inn + QU 9m + TU (m1) (4.15) 
Nous allons appliquer la démarche générale présentée plus haut à ce schéma. En 
appliquant la transformation de Fourier semi-discrète à (4.15), on obtient 


WH = (1 g—r+ qe + re ya" (4.16) 
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(4.16) fournit 7 . 
n” =(1—q-r+4 ge i + re Tima (4.17) 


Dans (4.17) Q, est le facteur d'amplification 


Q; (k, D=1-qg-7r+ ge i Ee a 


En appliquant la transformation de Fourier inverse à (4.17), la solution du schéma 
s'écrit 
n 1 f T kD” ikj+ ilm Jhd] (4 18) 
u: = —— A e u . 
e de Qy (k, D) 
West comme en 1D la transformée de la condition initiale. La formule (4.18) est 
l'équivalent 2D de (4.10). La section suivante présente la transformation de Fourier 
discrète, utile pour les conditions périodiques. 


4.2.3 Transformation de Fourier discrète 


Elle s applique aux conditions périodiques, et associe, à une suite finie, Ze. un vecteur 
u = fw, Use Uj, uji} (les valeurs de u aux J points du maillage, pour nos 
applications), une suite finie % = {%, m, ...» Up, … 4-1} 


pi 
2in p 
ü, = Soy TA (4.19) 
j=0 


La formule (4.19) peut s’écrire sous forme matricielle v = Fu, F est la matrice 
de Fourier. La TFD transforme S, donc l'opérateur aux différences caractérisant un 
schéma, en une multiplication. Donc, comme dans la section précédente, le schéma 
s écrit comme une multiplication dans l’espace réciproque. 


Mais la transformation inverse, donc la solution du schéma, s'écrit maintenant non 
comme une intégrale, mais comme une somme 


ou, en version matricielle, comme u = FTI. Le schéma est caractérisé par une 
matrice circulante u” = Mu" \diagonalisée par F: FM = DF 


La solution du schéma s’écrit donc sous la forme de la somme (4.20), équivalent de 
(4.10) dans le cas périodique, en notant À} les coefficients de D 
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u; = DT: (Ax)” eTa (4.20) 


En version matricielle (4.20) s'écrit 


n = F7! D” Fu? 


L'analyse de Fourier est un outil commode pour obtenir des solutions exactes de 
schémas discrétisant des équations aux dérivées partielles linéaires. Elle permet aussi, 
plus qualitativement, de comprendre le comportement physique, ze. la dispersion 
et la dissipation des schémas, en s'appuyant sur une visualisation dans l’espace réci- 
proque. La dissipation est présentée dans l'introduction : elle fait décroître dans le 
temps l'amplitude d’une composante de Fourier, en général d’autant plus vite que & 
est grand. La dispersion en physique des ondes est la dépendance en & de la vitesse 
de propagation d’une onde à sa fréquence. 


4:24. Visualisation dans l'espace réciproque, 
dispersion et dissipation d'un schéma 


Les résultats dans l’espace réciproque donnent des informations utiles sur le schéma. 
Une visualisation adaptée, qui peut varier suivant le type de schéma, a donc son im- 
portance. L'élément essentiel est le facteur d'amplification Ql k), qui est un nombre 
complexe. Il peut se mettre, pour un schéma totalement discrétisé, sous la forme 
Q, = IQ] e tk) tolk) € R est la phase de on Si (Q, (2)| < 1, le schéma 
diminue l’amplitude des composantes de Fourier de la condition initiale et intro- 
duit donc de la dissipation. La dépendance en k de w(k) est appelée relation de 
dispersion. En effet, si w(&) n’est pas constant, les composantes de Fourier de la 
condition initiale sont déphasées (translatées) non uniformément, donc dispersées. 
Pour un schéma semi-discrétisé, selon (4.13), la composante de vecteur d’onde & est 
multipliée par exp (QA) t). Posons Q, (k) = = —iw(k). Si Rew rest pas constant, 
le schéma disperse. Si Im w Æ 0, le schéma dissipe. Le facteur d'amplification peut 
être visualisé de différentes manières, que nous présentons maintenant. 


Schémas non dissipatifs 


Si Qp est de norme 1, pour un schéma totalement discrétisé, ou si œ est réel pour 
un schéma semi-discrétisé, la norme des composantes de Fourier est conservée, z.e. 
il n'y a pas de dissipation. Pour l’équation d’advection, le schéma saute-mouton 


n+1 n=l _ n n A om : A A 
u -=u = =n — u’) étudié au chapitre 5, de même que le schéma 
centré semi-discrétisé 0,4; = — >z (a+ — uj), sont des exemples de schémas 


\ 


non dissipatifs, mais dispersifs. En effet, appliquons ce dernier à une condition 


Méthodes d'analyse des schémas 


initiale #;(# = 0) = exp ikj. Le schéma s'écrit dans ce cas, puisque #41 — uj-1 = 
exp ik(j + 1) — exp ik(j — 1) = 2i sin (k) uj, 
ia sin k 


h 


dru; = — uj 


ce qui implique 
iat ps 
uj(t) = exp (— T sin &) exp ikj 
La condition initiale exp zk est multipliée par un facteur de phase exp (— ut sin $), 


ie. translatée de a ink en variable j, et de arnt en variable x. Elle se déplace 


donc à la vitesse (de phase) ae, La vitesse de translation, qui vaut 4 pour tout & 
dans l EDP, dépend de & : le schéma disperse les nombres d’onde. La dispersion est 
caractérisée par la dépendance en k de la pulsation w(&). Pour ce schéma, elle s'écrit 


w(k) = f sin k. 


Relation de dispersion en 1D 


Il est commode de tracer dans ce cas la relation de dispersion w(k) du schéma, 
éventuellement normalisée par celle de l'équation exacte w¿(k). La consistance du 
schéma assure que w(&) tend vers w,(k) quand & tend vers zéro, mais ne renseigne 
pas sur le comportement de w(k) pour k d’ordre 1, en particulier près de la borne 
supérieure de l’intervalle spectral k = x, ce que fait la relation de dispersion. Pour 
le schéma centré semi-discrétisé (avec k adimensionné), la relation de dispersion 
w(k) = $ sin k est à comparer à celle de PEDP @,(k) = $k. Développons le ratio 
w(k)enk=0 


Bae ea a S 3 
o(b) = sine = 4 (1 ze) +0(#) (4.21) 


Pour le schéma saute-mouton, la relation de dispersion du mode physique (dérivée 
dans la section qui lui est consacrée) est w} = i arcsin (7 sin &), en développant, 
on obtient 


w4 (k) = Ek (1 = oP (= r)) + O(k) 


Dans les deux cas, le contact à l’origine avec w.(k) est d'ordre 2 (celui de ces schémas). 
Mais, comme montré sur la figure 4.1, quand & est O(1), w(k) peut sensiblement 
différer de w,(k). En particulier, pour k = x, œw = 0. 


En général, la relation de dispersion d’un schéma s’écarte de celle de l'équation hors 
du voisinage de k = 0, même pour les schémas d’ordre élevé. En particulier, pour 
tous les schémas centrés, quel que soit leur ordre, (x) = 0. 


33 


34 


Analyse quantitative des schémas numériques 


Fig 4.1, Relation de dispersion (4.21) du schéma centré semi-discrétisé comparée à 
we(k). 


Vitesse de groupe 


Introduisons enfin la notion [30] de vitesse de groupe vg, liée à la représentation sous 
forme d’intégrale de Fourier de la solution d’un schéma et plus précisément à son 
approximation par la méthode de la phase stationnaire (présentée au chapitre 12 de 
l’appendice). Elle est définie par 


do 
“s = E 


Pour le schéma centré (en utilisant maintenant la variable & dimensionnée), v, = 
a cos kh approche la vitesse a de l’équation pour kh — 0. Une manière simple d’ex- 
pliquer la notion de vitesse de groupe est la suivante. Considérons la représentation 
(4.14) sous forme d’intégrale de Fourier de la solution d’un schéma semi-discrétisé 


h Tb a 
: DS 0 7 a 
uj(t) = = J (k) exp i(kx — w(k)t)dk 


Le schéma est supposé non dissipatif, donc w(k) est réelle. Les points de phase 
stationnaire k(x) annulent la dérivée en & de la phase kx — œ(k)t i.e. vérifient 


d do 
a = œ(k)r) = X — pra = 0 
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De par la définition de la vitesse de groupe, cette égalité implique la relation suivante 
entre x et k, 


x 
k) = — 
Vg ( ) 7 
et la formule de la phase stationnaire (formule 12.7 de l’appendice) implique 
u(x, t) ~ nÒ (Cko) exp i(kex — o (k)i) 


Prenons, suivant [30], comme condition initiale un paquet d’ondes (terminologie 


issue de la mécanique quantique) de fréquence centrale ko, i.e. tel que u? (k) présente 
un maximum marqué en ko. Alors u(x, ¢) sera petit sauf au voisinage de ke = ko, ie. 
au voisinage de x = #1, (ko). Le paquet d'ondes se déplace donc à la vitesse vg (ko). 
En particulier, si la vitesse de groupe est nulle pour le nombre donde ko, le paquet 
d’ondes correspondant reste stationnaire. 


Pour le schéma centré semi-discrétisé étudié dans la partie Applications, par exemple, 
Ug = acos (kh) = 0 pour ky = 7/2} : le paquet (ou mode) de longueur d'onde 
Ao = = = 4h, reste stationnaire. Pour le mode de plus haute fréquence résolu sur 
le maillage ko = 1/h, vg = a cos (x) = —a. Ce mode se propage donc à l’opposé 
de la vitesse d’advection. Cet exemple est souvent utilisé dans la littérature [30], car 
particulièrement illustratif de l’écart entre vitesse de groupe du schéma et vitesse 
d’advection. 


Pour les conditions initiales plus générales, contenant tout le spectre de fréquences 
spatiales, l’'approximation de la solution s'écrit sous la forme d’une onde modulée 
À exp (ikex — iw(kc)t). Le nombre d'onde spatial local au point x = #,(k:) vaut 
donc k+. Pour les schémas étudiés dans ce livre, la vitesse de groupe est une fonction 
décroissante de &, si bien que les oscillations des fonctions de Green des schémas 
ont des nombres d’onde d’autant plus grands que Pon s'éloigne du front x = at. Par 
exemple, la fonction de Green du schéma centré d’ordre 2 présente des oscillations 
dont le nombre d’onde croît de k = 0 en x = at jusqu’à ko = x/h en x = —at, 
comme on le verra dans la section 5.2 du chapitre 5 où il est étudié. 


Relation de dispersion en 2D 


En 2 dimensions, la relation de dispersion fait intervenir 2 variables. Ecrivons-la, à 
titre d'exemple, pour le schéma centré semi-discrétisé pour l'équation des ondes sur 
maillage carré 


ee: Uj+1)m — 2tjim + UG—1)m — Uj(m+1) — 2Ujm + Uj(m—1) 
tt Yim =a Se cg ce pe 


) (4.22) 
Dans l’espace réciproque, (4.22) devient 


2 
a 27 ((cosk DE (eal = 0 (4.23) 
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(4.23) conduit à la relation de dispersion 


4a? k l 
a(k, D) = = (an; + sin? ;) 


à comparer à w? (k, D= Dk + /*), Le contact à l’origine est d'ordre 2 : en effet 
k l 1 1 
sin? (5) + sin? ($) x qe aleve 2% +) 


La relation de dispersion est représentée sur les figures 4.2 et 4.3. 


La vitesse de groupe du schéma s'écrit, puisque 


d ar dl sin k 
DNS DOS TA Ds = 
2 


a 


Vv = — = sin À, sin /) 
2,/ sin? (4) + sin? ($) 


Au voisinage de (0, 0), elle peut être approchée par 
= poe (à ke (1 p 
EU RP 6)’ 6 
444 


La relation de dispersion et la vitesse de groupe ont une déviation d = EE z d'ordre 


2. Lisotropie de l'équation n’est respectée par le schéma qu’à son ordre. En passant en 
2 p ; 4 : 4 
coordonnées polaires k = rcos0,/ = rsin0, d = r2( (cos 0) + (sin 0) )= r? 


g Hate x yp: © p 2 2 
G cos 40 + 3), soit une déviation par rapport a l’isotropie d'amplitude + cos 40. 
Notons aussi pour mémoire les modes stationnaires, qui sont maintenant en 


k=l=7. 


Schémas dissipatifs 


Si le facteur d'amplification est de module < exp (— cs kh), où cs est une constante, 
le schéma est qualifié de dissipatif d’ ordre d. Un tracé possible est celui de la courbe C 
parcourue dans le plan complexe par le facteur d'amplification pour k € [—x, 7]. 
Pour l’équation d’advection, il vaut, sur un pas de temps, e~“47 et C, est donc 
le cercle unité centré à l’origine, d’équation |z| = 1. Pour un schéma dissipatif, 
C, sera intérieur au cercle unité. On peut vérifier par exemple que, pour n < 1, 
pour le schéma upwind (3.4) urt! = nur + (1 — 7) u’, dissipatif d'ordre 2, 
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Fig. 4.2. Relation de dispersion œ? (k, |) = 4a (sin? (BY + sin? H) du schéma centré 
semi-discrétisé. 
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Fig 4.3 Relation de dispersion exacte wé (k, |) = a? (k2 + 12) de l'équation. 
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Q(h) = ne À + 1 — n décrit le cercle C, de centre 1 — n de rayon 7. Ce cercle 
est d'autant plus petit, et le schéma d’autant plus dissipatif, que n est petit, comme 
illustré sur la figure 4.4. Il est tangent en k = 0, ze. en z = Q(0) = 1 au cercle 
unité. Pour 7 = 1, le schéma est exact, donc C, et C, sont confondus. 


Fig. 4.4 Facteur d'amplification dans le plan complexe du schéma upwind 
Ok) = 1 — n + nek = 1 — (1 — cosk) — insink (pour n = 0,5, 0,7, 1,0). 


Le tracé du module g(k) et de l'argument du facteur d'amplification est une autre ma- 
nière de visualiser respectivement dissipation et dispersion. Nous les calculons à titre 
d'exemple pour le schéma upwind (3.4), dont on rappelle le facteur d'amplification 


Q(4) = 1 —n+ne* =1—n(1 —cosk) — insink 


Son module vaut donc 


gk) = y 1 — 4n(1 — n) sin? (4/2) 


Il décroît avec k, i.e. les modes sont d’autant plus dissipés que leur fréquence spatiale 
est grande. Au voisinage de k = 0 


1 1 
g(k) =1— sen (1-—7)+0 (K) < exp (380 (1 — r)) 
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Le schéma est donc dissipatif d’ordre 2. Quantifions maintenant sa dispersion en 


calculant la phase de QC) 


—nņ sin k 3 (1 1 l> 5 
= — | = -k k = —— = O(k 
@ arctan (1) n+ 16 51431 ae ( ) 


Pour ce schéma dordre 1, la dissipation domine la dispersion, d'ordre 3. Ce serait 
l'inverse pour un schéma d'ordre 2. 


Une approche alternative est d’écrire Q(k) = exp(@(f)), où w(k) = o'(k) + 
iw" (k) est un nombre complexe et de tracer la partie réelle w (k) (resp. imaginaire 
w"(k)). Ces différentes méthodes permettent de visualiser la dispersion (resp. la 
dissipation) du schéma, comme illustré sur les figures 4.5 et 4.6. 


Choix d’une visualisation adaptée 


En somme, la visualisation du facteur d’amplification ou de la relation de dispersion 
apporte, en une ou plusieurs dimensions, une information sur le comportement du 
schéma, en particulier sur sa stabilité, sa dispersion et sa dissipation. Le choix de l’une 
ou l’autre de ces représentations dépend du type de schéma. En outre, elle permet 
de comprendre comment le schéma agit sur les moyennes et hautes fréquences. 
Elle est donc complémentaire de l'information apportée par l’ordre, qui renseigne 
uniquement sur les modes de basse fréquence spatiale, au voisinage de k = 0. 


Le facteur d'amplification d’un schéma non dissipatif parcourt le cercle unité : on 
voit l'intérêt particulier de tracer la relation de dispersion dans ce cas, comme nous 
Pavons fait pour le schéma centré sur la figure 4.1. Pour un schéma dissipatif, il est 
préférable de tracer le facteur d'amplification, représenté pour le schéma upwind sur 
les figures 4.4, 4.5 et 4.6. En deux dimensions, on peut en plus visualiser (figures 4.2 
et 4.3) anisotropie induite par le schéma. Les exemples de schémas traités seront 
donc accompagnés de figures illustratives, complémentaires, pour bien comprendre 
leur comportement, des formules exactes ou approchées de leurs solutions. Nous 
renvoyons particulièrement à [32], qui présente les relations de dispersion de toute 
une palette de schémas. 


L'analyse de Fourier permet, en plus d’obtenir des résultats explicites, d'étudier dans 
l’espace réciproque la convergence des schémas. Dans la section suivante, nous dé- 
montrons le théorème de Lax-Richtmyer, d’abord dans l’espace direct, puis dans 
l’espace réciproque. 
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Arg(Q(k)) 


Fig. 4.5. Argument du facteur d'amplification du schéma upwind Arg(Q(k)) 
arctan Gay) (pour n = 0,5). 


Fig.4.6 Module du facteur d'amplification du schéma upwind g(k) 


\/ (1 — 2nsin? (k/2))2 + (nsin k)2 (pour n = 0,5). 
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42.5 Analyse de convergence 


Analyse de convergence dans l'espace direct 


Le théorème de Lax-Richtmyer a été énoncé plus haut, sans démonstration. Une 
démonstration fondée sur une estimation d’erreur dans l’espace réel est donnée ci- 
dessous. L'estimation d’erreur est donnée pour un schéma linéaire abstrait à un pas, 
écrit sous la forme 


u”tl = Ay” (4.24) 


u” est la suite des u”, A est un opérateur linéaire aux différences. La solution exacte, 


notée v”, est injectée dans le schéma, ż.e. dans (4.24), un développement de Taylor 
est réalisé, comme dans le cas des schémas à trois points (section 3.3), et on obtient 


yt) = Av” + r”t (4.25) 


où r” est par définition l'erreur de troncature, suite des r”, j € Z supposée dordre 


bP +11, i.e. \|r”|| < C(h +177), C dépend des dérivées de la solution exacte et de 
l'opérateur A. Par exemple, dans le cas des schémas à trois points étudiés au chapitre 
3 pour l’équation d’advection 


ah 
= z ¢ = 1) Uxx (jh, nT) + olt) + olh) => |r" || < Dh |l tll 
La norme |||| est une norme Z?, avec p > 1. L'erreur e” est définie comme la différence 
v” — u”. En soustrayant (4.24) de (4.25), on obtient 


TE Ae” + pr = (A 70 + + AMP + r”) (4.26) 


Nous supposerons, pour simplifier un peu la démonstration, la stabilité dite forte : 
| Al] < 1, (4.26) implique 


le" < (ro H rl o fr Dr < nt CG +79) = CTP +79) 


ce qui démontre le théorème de Lax-Richtmeyer : un schéma consistant à l’ordre 
p en espace et q en temps, est convergent à ces mêmes ordres s’il est stable, pour des 
condition initiales assez régulières. Le niveau de régularité nécessaire apparaît via les 
développements de Taylor, qui doivent être menés (si par exemple q = p) jusqu’à 
Pordre p + 1. 


Analyse de convergence dans l'espace réciproque 


Une démonstration est également possible dans l’espace réciproque. L'erreur de tron- 
cature est obtenue en insérant dans le schéma la solution exacte de l'équation, mais 
sous forme intégrale, par exemple en utilisant (4.10). Pour la stabilité, le facteur 
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d'amplification doit être < 1 pour tout & : la partie réelle de QE) doit être < 0. 
La vérification de la consistance à l’ordre p et de la stabilité en Fourier reviennent 
respectivement à s'assurer que |Q(k) — Q, (k)| = O((kh}?) pour k — 0 et que 
Re ( Q,(4)) < 0 pour k e[-x/hx/h]. 

L'ordre de consistance est une propriété locale, pilotée par l’ordre du contact entre le 
facteur d'amplification de l'équation Q(k) et celui du schéma Q,(4) au seul point 
k = 0, alors que la condition de stabilité est globale : elle porte sur tout l'intervalle 
des nombres d’onde. Bien souvent, les modes instables ont des nombres d’onde 
k = O(1), ce qui génère amplification de ces nombres d’onde, i.e. des hautes 
fréquences spatiales. La démonstration est donnée ci-dessous pour un schéma à un 
pas, pour l'équation d’advection. 


Partons de la solution explicite (4.9) du schéma discret en Fourier 
(R) = Qk)” 
à comparer à la solution exacte de l’équation en Fourier 
Dnt) = exp (Ont) u 
La différence entre ces deux quantités s'écrit 
Xnr) = (exp (Qnr) — QE”) nð 


Revenant à l’espace réel, e s'exprime donc comme la somme de deux intégrales, dont 
la première À porte sur le spectre résolu sur le maillage 


1 x/h ad En ae 2 1 ftw nr A 
e= — (exp (Qt) — Qo (k Ju (k) e” *dk + — uV(k)e dk = +h 
TJ _x/h T Jx/h 
(4.27) 
Majorons l’intégrande de 4, en utilisant Pidentité 
a” — b” = (a — b(a"! +... + 677") 
la stabilité du schéma implique IQ] < 1, et comme [exp (Qr)| = | e= ikat | = 1 


lexp (Qt) — Q,(4)"| < nlexp CAH) — QH) 


Il est possible, comme démontré dans le chapitre 10 du livre de Strikwerda [25], 
de majorer sur [—/h, x /h] la différence des facteurs d'amplification en utilisant la 
condition d’ordre de consistance exp (T QC) — Q, (k) = O((kh)P) pour kh > 0. 
La majoration (4.28) de la différence des facteurs d'amplification est obtenue dans 


[25] 
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lexpt Q(k) — Q,(k)| < Cr + IKIP), ke[-x/h7/b] (4.28) 


Le théorème 10.3.1 de [25], dont la démonstration est assez longue, montre que, 
pour tout schéma d’ordre p, (4.28) est vérifiée pour un certain p. Le nombre p 
dépend du schéma, qualifié de précis d’ordre [p, p |, mais est égal à p+ 1 pour la ma- 
jorité des schémas. Dans l’appendice consacré aux schémas de Strang pour l'équation 
d’advection, où nous suivons l'approche de Després [1, chapitre 10], la majoration 
est obtenue directement en appliquant la formule de Taylor avec reste intégral à 
exp tT Q(k). Comme la consistance à l’ordre p implique que Q, est précisément le 
développement de Taylor de exp t Q (4) la différence se réduit au reste intégral 


2e = 1 f! dP+l px 
exp (T Q(k)) — Q, (k) = el (1 — x) rer (exp xT Q(k)) dx 


ce qui permet d'obtenir une majoration de la différence des facteurs d'amplification 
de la forme (4.28) avec p = p+1. On obtient finalement une majoration du premier 
terme de l'erreur 


x/h tn pa 
ii <f PP (Get) — exp Q| (EI dé 


< Coco | (+I [aw dk < Cith? |\u(0) liz (4.29) 


+00 
Considérons la seconde intégrale h = l / Tho (k) e" dk. Dans cet intervalle 
x/h 


5232 22 : kh 
d'intégration, 1 < = 


CO a h CO Ts 
nef KOLEGJI KP (| dk < GP lulo (4:30) 
T/ 0 


Au final, on obtient, donc pour l'erreur totale, combinant (4.29) et (4.30), la majo- 
ration 


le(z)| < CHOH luO lly 


La majoration dépend de la norme H’” de la condition initiale, et n’est donc valide 
que si u° est dans H’, défini ici comme l’espace des fonctions telles que l'intégrale 
dans (4.30) converge. Pour retomber sur les espaces de Sobolev usuels, il faut utiliser, 
comme dans [25], la norme Z?. Le schéma n'atteint son ordre théorique que pour des 
conditions initiales assez régulières (d’autant plus régulières que l’ordre du schéma 
est élevé). 


C dépend en général de ¢ : Perreur croît avec le temps pour la majorité des sché- 
mas. Mais il existe aussi des schémas pour lesquels C ne dépend pas de ¢ : il est 
préférable de les utiliser s’il est nécessaire de calculer avec précision aux temps longs. 
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La démonstration du théorème de Lax-Richtmeyr dans l’espace réciproque est plus 
longue que dans l’espace direct, mais elle permet de bien comprendre le rôle de la 
régularité des conditions initiales. De plus, elle peut être adaptée aux conditions 
initiales non régulières considérées dans ce livre. Dans la deuxième partie, consacrée 
aux applications, l’ordre de convergence pour une condition initiale non régulière, 
de type marche, est calculé : il est, en norme L!, inférieur à p. 


Ainsi se conclut la section consacrée à l’analyse de Fourier. Nous traitons maintenant 
de la méthode de l'équation équivalente, de validité moins générale, mais à même 
de fournir simplement des approximations explicites des solutions des schémas. 


PEW) Méthode de l'équation équivalente 
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Nous avons introduit dans la première partie la notion d’équation équivalente à 
un schéma. Nous allons maintenant donner plus de précisions sur cette technique 
d’analyse, présentée en détail dans [24]. Une équation aux dérivées partielles est 
plus facile à étudier qu’une équation aux différences. Le but de la méthode est 
de chercher une équation aux dérivées partielles « équivalente » à l’équation aux 
différences (partielles) définissant le schéma. Léquation équivalente (EE), utilisée 
dans son domaine de validité, est une méthode puissante et commode d’analyse 


quantitative des schémas, mais il faut bien avoir conscience de ses limites... 


Pour obtenir l’équation équivalente, l'équation aux différences définissant le schéma 
est d’abord étendue des x = jh, t = nt, discrets, aux x, t continus. Puis on « ap- 
proxime » cette équation aux différences en domaine continu par une EDP Un 
schéma d’ordre p est ainsi consistant à l’ordre p avec l’équation initiale Z(w) = 0, 
mais à l’ordre p + g avec une équation équivalente avec g termes au second membre. 
Léquation équivalente au schéma s'écrit ainsi 


L(u) = hM (u) +... + TIM, (ui) 


Les M, ..., M, sont des opérateurs différentiels. Pour l’équation d’advection en 1D, 
l'équation équivalente s'écrit 


du + ad,u = hhd,xu + ash’ ðzxu + dh gut... 


Les termes pairs comme d hd, u et dy h? 04, u induisent de la dissipation. La diffusion 
hhô,,u est un cas particulier de dissipation. Les termes impairs comme d pəz u 
induisent de la dispersion. Pour un schéma d’ordre p, le premier terme non nul est 
dy+1 bP Ox u. 


Pour des conditions initiales assez régulières, l’application du théorème de Lax- 
Richtmyer montre que la différence entre la solution de l’équation équivalente et la 
solution du schéma est O(h?*4). Mais l’équation équivalente est aussi utilisée pour 
des conditions initiales irrégulières : une marche, ou un créneau et les conditions de 
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régularité précédentes ne sont pas satisfaites. La méthode rend compte malgré tout 
assez fidèlement des artéfacts générés par certains schémas. Les artéfacts les plus cou- 
rants sont l’étalement artificiel des discontinuités, induit par la dissipation, comme 
on l’a vu par exemple pour le schéma upwind, et les oscillations parasites au voisinage 
des discontinuités, générées par la dispersion. Il est souvent admis que deux termes, 
Pun caractérisant la dissipation, l’autre la dispersion, suffisent pour rendre compte 
du comportement de la plupart des schémas. Une justification de cette assertion est 
proposée un peu plus loin, dans la sous-section 4.3.4. 


Nous présentons maintenant plusieurs méthodes pour obtenir l'équation équivalente 
à un schéma, sur l’exemple de l'équation d’advection. La plus simple est fondée sur 
un développement de Taylor. 


4.3.1 Première méthode : développement de Taylor 
et récursion 


En développant, dans l'équation aux différences définissant le schéma, les #(7'h, n't) 
au voisinage de (jh, nt), on obtient une EE avec des dérivées en temps et en espace. 


Les dérivées en temps sont ensuite exprimées récursivement en fonction des dérivées 
en espace, ce qui permet d'obtenir une EE (sous forme appelée TI dans [24]) avec 
seulement des dérivées en espace au second membre. Reprenons le schéma à trois 
points étudié plus haut, écrit sous forme diffusive 


fo ee Rd. Re Se (431) 
T 2h 2T h? i 
u”tl— y” 


et calculons son EE par développement de Taylor. Le terme tt discrétisant la 
dérivée en temps dans (4.31) s'écrit, en développant en T à l’ordre 2 u(jh, (n+ 1)T) 


1 
u(jh, (a+ DT) — ah nt) = ue Gb, nt)t + 5 tn (jh nt)t? + o(t”) 


Exprimons la dérivée en temps uy en fonction de la dérivée en espace en dérivant en 
temps l’équation initiale u; = — auy 


un (jh, nT) = — aux (jh, nT) 


puis, dérivant en espace u, = —au,, la dérivée croisée s'écrit 4, = —aduy, si bien 
que uy, (jh, nt) = — ay (jh, nT) = a Uxx (jh, nT). Finalement, 
2 


u(jh, (n+ 1)t) — ulh, nv) = (jh, nt)t + Ft ji nt)t? + o(t”) 
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; ets : 2 y 
Il apparaît donc au second membre un terme d’antidiffusion — + uxx (jh, nt)t?. Le 
terme centré de dérivée spatiale de (4.31) s écrit 


u((j + Dh, nt) — u(G — 1)h, nt) = 24, (jh, nt)h + olh) 


Il introduit pas, à cet ordre, de terme dans l’équation équivalente. Développons au 
second membre de (4.31) les termes u((j + 1)4, T) et #((j — 1), T) enh 


u((j + 1), T) — 2uljh, nt) + u(G — Dh nT) = uxx (jh, nt)h? + oh?) 


Un terme de diffusion u (jh, nT)h? apparaît. En reportant ces résultats dans (4.31), 
cette contribution diffusive de la discrétisation spatiale se combine à celle, antidiffu- 
sive de la discrétisation temporelle et on obtient l’équation équivalente à un terme 
du schéma, qui s'écrit finalement 


2r vý? h (v 
PEEN le yc ae, (4.32) 
2 2T 2 \h 
Pour le schéma upwind, v = 7 : le terme de diffusion vaut æ (1 — N) Ux. Le 


coefficient de diffusion, donc (1 — n), doit être positif pour que le schéma soit 
stable. Il introduit alors une diffusion, d’autant plus importante que (1 — 7) est 
grand : plus le pas de temps est petit, plus le schéma diffuse. À contrario, pour n = 1, 
il est exact et la diffusion s’annule. VEE fournit la limite de stabilité à n = 1 du 
schéma. 


Pour v = 7°, ie. pour le schéma de Lax-Wendroff, le terme de diffusion s’annule. 
Des calculs analogues aux précédents (il suffit de développer à l’ordre 2) montrent 
que l'équation équivalente s'écrit dans ce cas 


dru + aðyu = dh? ðzxu 


Son premier terme est maintenant dispersif. Nous calculons les équations équiva- 
lentes à plusieurs schémas d’ordre 2 dans le chapitre 5. La méthode présentée est 
directe, mais quelque peu laborieuse, notamment à cause de la récursion. D’autres 
méthodes permettent un calcul direct de l’équation équivalente. 


4.3.2 Seconde méthode : analyse de Fourier 


Partons de la solution du schéma dans l’espace réciproque, obtenue, comme expliqué 
plus haut par TFSD 


Uk, nt) = n Q” = nò exp (nln Q) 
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où QC) est le facteur d'amplification du schéma. Défini sur l'intervalle [—z, 7] , 
il est étendu à tout R. Le schéma peut être considéré comme un opérateur pseudo- 
différentiel. Uéquation équivalente est l’approximation de cet opérateur par un opé- 
rateur différentiel. Elle est obtenue par un développement de Taylor du logarithme 
népérien nQ) enk = 0. 


q 
In(Q) ~ (—ika + Y rmk”) 
m=2 
On obtient ainsi une expression polynomiale dans l’espace réciproque, correspondant 
à une équation aux dérivées partielles, puisquune multiplication par ik dans cet 
espace se traduit par une dérivation à l’ordre m dans l'espace < direct. Si tous les 
termes du développement sont conservés, i.e. g = 00, et si In Q est une fonction 
analytique, la méthode de l’équation équivalente revient à remplacer In Q par son 
développement en série de Taylor. 


Solution de l'équation équivalente et détermination de ses 
coefficients 


Le facteur d’amplification exact est exp (— ikat), celui du schéma est exp (In Q), 


celui de équation équivalente (coïncidant en & = 0 avec celui du schéma à l’ordre 
q 


q) est exp (— ika + ) Tmk”)t. Autrement dit, sa solution s'écrit 
m=2 


q 
Uk, t) = u? exp (— ika + > Fnk” yi 


m=2 


q 
On reconnaît la solution de l’équation us + aux = > GUmx quis écrit dans l’espace 
AA m=2 
réciproque 
q 
Bn + ikii = Y qn (ik) T 


m=2 
La solution de cette EDO est 
ue q 
RG t) = uò exp (~ika + Y` gm (ik)”)t 
m=2 


Par identification des coefficients gm = (—1)”7m. En somme, les coefficients de 
Péquation équivalente se calculent directement, simplement par développement de 
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Taylor du logarithme népérien du facteur d'amplification. La simplification par rap- 
port à la méthode de récursion est considérable. La méthode est rapide et directe, et 
peut aisément s’'automatiser en utilisant un logiciel de calcul formel. Une variante 
dans l’espace direct est présentée ci-dessous. 


4.3.3 Calcul par méthode opératorielle 


Un schéma numérique à un pas, comme expliqué dans la section sur les méthodes 
d’analyse opératorielles, peut être considéré comme une relation univoque entre 
l'opérateur shift en temps T et l'opérateur shift en espace S. 


Pour obtenir une approximation différentielle du schéma, il faut l’exprimer comme 
une relation entre l’opérateur de dérivée en temps 0; et l’opérateur de dérivée en 
espace 0x. Pour cela, on exprime les opérateurs shift en fonction des opérateurs 
différentiels, soit 

T =exp(td,) et S= exp (49x) 


Un schéma à un pas avec un stencil avec r points à gauche et s points à droite s'écrit 
sous la forme opératorielle 


Tease ns ER dm lbs as (4.33) 


En substituant les expressions de T et de S dans l'équation (4.33), on obtient 


exp (T4,) = a_, exp (— rhðx) + a_,41 exp (—(r — 1h STH] + Fag +... +a, exp (shd,) 


En prenant le logarithme de (4.33), on obtient l'expression exacte de l’approximation 
de ð, par le schéma, soit 


1 
d = z In (a_, exp (— rhdx) + a—y+1 exp (— (r — 1)hd,)S~"*1 
+. + al +... + a exp (shd,y)) (4.34) 


Comme dans le paragraphe précédent, le développement de Taylor en h = 0 de 
l'expression (4.33) ci-dessus fournit approximation différentielle du schéma. Ainsi, 
pour le schéma upwind, qui s'écrit T = pI + gS~!, (4.34) est simplement 


1 
a, = = In (p + q exp (— h3x)) (4.35) 


Il suffit de développer à l’ordre souhaité (ici 2) au voisinage de 0 l’expression (4.34) 
formellement en /40,., soit décrire 


In (1 — q + gexp(—hà,)) = —hgô, — T (9 — q) a, + 0 (4°) 
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pour obtenir 
h h? 
a, = a, + a + O (4) 


. h 
mais = = Le = a, et l'EE à 1 terme s'écrit 


pah 
Oru + ad,u = T ae 


On retrouve (4.32). Méthode opératorielle et méthode de Fourier sont équivalentes : 
dans la première, l'opérateur 0, est exprimé dans l’espace réel, dans la seconde, dans 
l’espace réciproque, où il devient une multiplication par ik. Ces méthodes sont 
plus directes et moins laborieuses que la méthode de récursion. Elles s'appliquent 
directement aux équations linéaires, traitées dans ce livre. Pour les équations non 
linéaires, l’analyse est possible [2] en linéarisant autour d’une valeur particulière 
de u. 


Une restriction possible sur la validité de la méthode 


Pour que la méthode ait un sens, il faut au moins que le développement en série de 
In Q converge sur l'intervalle [—z, x], en somme que le rayon de convergence Rc 
de la série soit > 7. Si c’est le cas, l'équation équivalente (à nombre infini de termes) 
est strictement équivalente au schéma. Cette condition n’est pas toujours vérifiée. 
Calculer Rc n’est pas toujours possible, mais si Rc < x, PEE mest plus représentative 
du schéma. Par exemple, elle ne donne pas la bonne limite de stabilité et a un terme 
d’antidissipation alors que le schéma est stable. Cela se produit notamment pour les 
schémas analysés dans le chapitre 8 sur l'équation de la chaleur. 


4:34. Validité de l'équation équivalente à nombre fini 
de termes 


En pratique, il faut bien sûr s'arrêter à un nombre g fini de termes. La validité de 
la méthode se déduit de la relation entre la solution exacte du schéma et la solution 
de l'équation équivalente. L’équation équivalente remplace le logarithme du facteur 
d'amplification exact du schéma Qs (k) par un développement de Taylor Qgg ($), 
avec autant de termes qu’au second membre de équation, au voisinage de k = 0. 
La différence entre la solution du schéma et celle de | équation équivalente s'écrit 


1 tlh Be ms +00 om 
= BW" - Gb (eds | Qer(h)" ud (k) e™ dk 
T J—r/h x/h 


—7/h 
+f Que Ce)" à (k)e dk) (4.36) 


—O00 


La méthode la plus générale est d'estimer l’intégrale (4.36), mais des critères plus 
aisés à vérifier permettent souvent de conclure plus simplement. Nous en présentons 
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quelques-uns, en commençant par les plus simples. Un critère heuristique, com- 
portant une part d'appréciation plus subjective, est que essentiel du spectre de la 
solution se trouve dans une zone où la différence entre le facteur d'amplification du 
schéma Qs(h) et celui de l'équation équivalente Qee(k) est suffisamment petite. 
On peut le quantifier sous la forme 


ie | Qs() = Qre(h)| | a (E)| dk < seuil 


—7/ 


Il est aussi possible de démontrer la validité de l’équation équivalente, au moins dans 
un certain nombre de cas passés en revue ci-aprés. 


Régularité des conditions initiales 


Si le spectre de la condition initiale, donc de la solution, est principalement au 
voisinage de k = 0, ce qui se passe pour des conditions initiales régulières, quel que 
soit le schéma, pour & au voisinage de k = — Qr (k)| est petit, et ailleurs, 
U(k) est petit, ce qui permet de conclure. 


Par contre, pour les conditions initiales de type Dirac et marche, avec, respectivement, 


A(k) = = let A(k) = = 1/ik, ce rest plus le cas, même en prenant plusieurs termes 
dans l’équation équivalente. 


Cas des schémas dissipatifs 


Si le schéma est dissipatif, même pour des équations hyperboliques, les modes haute 
fréquence sont amortis aux temps longs, si bien que l'équation équivalente devient 
valide, même pour des conditions initiales peu régulières. Avant de le voir sur des 
exemples dans le chapitre suivant, consacré aux applications, nous allons estimer la 
différence e entre la fonction de Green du schéma Gs et celle de l'équation équiva- 
lente Ggg. Pour les comparer, nous étendons Gs à x réel, et définissons le facteur 
d'amplification Qg£ sur un pas de temps (d’autres choix sont possibles [25]), ce qui 
permet d'écrire 


1 z/h + te ke +00 A 
se =f EO" O a+ | Ore (ky ci dk 


x/h 


—7/h 


+ Qpr Ck)” et dk) (4.37) 
—00 
(4.37) est la somme d’un terme sur la bande résolue par le schéma 


x/h 


1 ene A ; 
h=s—f TO” - Qe edk (4.38) 
TJ _x/h 


et d’un terme généré par l’extension à tout laxe réel du spectre 
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+00 | , 1 —7/h 
= / Que ("et ae + i One (A) e dk 


—00 
Majorons lintégrande de J, sur k € [-x [hn] h], en utilisant l'identité 
a” — b” = (a — b(a”! +...+6""') 


De par la dissipativité à l’ordre d du schéma | Qs| < exp (—cs |A| 4) etde l'équation 
équivalente | Qrr | < exp (— CEE |h|2) 


| Qs(k)” — Que (k)”| < 2] Qs(h) — Qre(k)| exp (~ela — 1) |FAIY) 


avec c = inf (cs, cge). Majorant comme dans la démonstration du théorème de Lax- 
Richtmyer (section 3.3) la différence des facteurs d’amplification Qs (k)— A0) en 
utilisant la condition d’ordre de consistance pour k — 0, on obtient une majoration 
globale (en se référant à [25]) de la différence des facteurs d'amplification de la forme 
(r est l’ordre de consistance du schéma, mais par rapport à l’équation équivalente, et 
dépend entre autres du nombre de termes dans l’équation équivalente) 


| Qs(A) — Qrr (| < Cath” 4 = Chalet, ke[-x/hx/h] 


On obtient donc une majoration de l’intégrande par un terme de la forme jét! 


exp (—c(n—1) || d) et, comme l'intégrale est convergente, une majoration de e(t = 
nt). 


Traitons d’abord le cas particulier du schéma upwind, et de son équation équivalente 
(4.32) à un terme (de diffusion), où tout s'écrit simplement. Le facteur d’amplifica- 
tion du schéma est 


Qs(h) = 1] — ņn(1 — cos kh) — insin 
a cp hs hs 4 
kh = 1 — ihn -Èn + in + O(h) 
Le facteur d'amplification de l’équation équivalente à un terme (4.32) s'écrit 
à | 1 2,2 4 
Qer (k) = 1 — ikhy — > bn + O (ah) ) 
Au voisinage de 0 


— = 1 
QSC) — Qee (D = zink h + O (ce) 
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La différence entre les deux facteurs d'amplification est donc (toujours en suivant la 
démonstration de [25], pour passer de la majoration locale à la majoration globale) 
majorée 


| (4) — QE] < Cn Ikl? ,ke[-x/hx/h] 


On notera que l'équation équivalente est consistante avec le schéma à l’ordre r = 2. 
Les facteurs d'amplification sont aussi majorés 


pu = 1 
| Qs| = |Qrr| < exp CET — ») RE [—x/h, x/h] 
On peut donc majorer l’intégrale Zi 
x/h 1 
h< 2Cm | k° H? exp (-3680 — 1)}7(1 — m) dk 
0 


En passant dans l'intégrale à la variable sans dimension / = kV ath, on obtient 


x/h 1 
mf Kh’ exp (-3680 — 1)n(1 — m) dk 
0 


h ‘has 
0 


AUS 


Pep ( sa nl D) al 


h h tat 1 


(a (ath à 
= 1 Th 
i P exp (-50 -wa -5x )asm 
0 2 t 
pourn < letý > L. On en déduit la majoration 


CM 
hi < — (4.39) 
at 


On notera la similitude de la démonstration avec celle plus haut du théorème de Lax 
Richtmyer : dans les deux cas, le point essentiel est qu’une intégrale sur la variable 
spectrale est finie, grâce à la régularité des CI dans le premier cas, et à la dissipation 
dans le second. Majorons maintenant 


TO 1 eith 
h = / exp CAT = m) p NERAN dhe 
x/h 2 
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+00 1 1 TO 1 
b < e Rhin a-m) dk = / e (-52a-m) dl 
: Ja (= : Vanier oe 
(4.40) 


qui est donc exponentiellement petite. On obtient finalement, en combinant (4.39) 
et (4.40), une majoration de e de la forme 


D 
e(t = nt) < — 
at 


La fonction de Green de l’équation équivalente converge donc vers celle du schéma, 
mais seulement aux temps longs. Raisonnons plutôt en valeurs relatives, pour s’af- 
franchir de la dépendance du résultat à une définition particulière de la fonction de 
Green. Les fonctions de Green de l’équation équivalente Ggg et du schéma Gs sont, 


. heen Bin 1 
avec la définition choisie dans cette section (condition initiale +), O(—=). Plus 


a 
précisément, G£g est la fonction de Green de léquation de la chaleur G(x, t+) = 


1 x? 2 cog : ZL pah “Le 
yma P ( ie ;) avec un & (déterminé dans la section précédente) —, si bien 
que 

1 1 


24/7at 2 [yy eh 


aes = of). En 


1 
(amp abt 


La différence relative Gq est donc O( z ) = O are — 

nT Jnn 
somme, la convergence est obtenue pour de grandes valeurs de 7, i.e. pour un grand 
nombre de pas de temps. 
Ce résultat de convergence est retrouvé par une méthode probabiliste dans la section 
de la partie Applications consacrée au schéma upwind. Elle se ramène dans ce cas à 
la convergence de la loi binomiale, qui donne la solution exacte du schéma, vers la 
loi normale, qui donne celle de l’équation équivalente. C’est un cas d’application du 


théorème central limite, d’où la convergence en T 
n 


Pour un schéma dont le premier terme est dissipatif d'ordre 4, le premier terme de 
la différence des facteurs d'amplification est en 4°h°, la majoration sur les facteurs 
d'amplification en exp (— dkt hí nn). Il faut donc maintenant majorer l'intégrale 


x/h 
I= m f K H exp (— dkt ht nn) dk 
0 
En passant à la variable / = kh(nn)# 


I= i fe (—di*)dl < = (4.41) 
= n ex = . 
0 j v ath 
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La différence entre les fonctions de Green du schéma et celle de l’équation équivalente 


Siyak | s ; ; 
est O(t 7h77), mais, comme la fonction de Green de léquation équivalente (nous 
renvoyons à la section consacrée aux schémas d’ordre 3 pour son expression explicite) 


; 1,3 PA ; See . 
est maintenant O(t 7h74), leur différence relative est O(t 7h77). On obtient 
donc aussi une convergence pour de grandes valeurs de 7, mais seulement en #7 1/4, 


Hedstrém [11] a obtenu, pour des conditions initiales marche descendante, des 
estimations de la différence entre la solution de l’équation équivalente et celle du 
schéma, en utilisant la méthode du col pour des schémas dissipatifs d’ordre supérieur. 
Le résultat principal est, pour un schéma dissipatif dont le premier terme de l'équation 
équivalente est un terme de dispersion en zk”, une majoration de la forme 


2 r-l 
lus — upe| < Ch 7, |x — ail < atn 7 


Une application de la méthode de [11] au cas de la fonction de Green donnerait 
des résultats plus précis que ceux obtenus plus haut, mais au prix de démonstrations 
un peu plus compliquées. Formulons deux observations qualitatives : la convergence 
est plus précise pour |x — at| petit, Ze. au voisinage du front, que loin du front, 
situé, pour l’advection, en x = at, et elle devient moins bonne quand Pordre du 
schéma augmente. Ces observations seront confirmées dans la partie Applications, 
notamment dans le chapitre 5. 


En somme, le point essentiel est que la fonction de Green de l'équation équivalente 
Ger converge, en valeur relative, vers celle du schéma Gs, si le schéma et l'équation 
équivalente sont dissipatifs. La raison est que la dissipation amortit les modes haute 
fréquence que ce soit dans le schéma ou dans équation équivalente. Comme l’équa- 
tion équivalente rend mal compte de l’action du schéma sur ces modes, il faut que 
leur contribution soit petite pour que cette méthode soit valide, ce qui se produit 
s'ils sont amortis par la dissipation. Les simulations numériques présentées pour les 
schémas dissipatifs, par exemple dans les sections 5.4 et 5.5, confirment ce résultat : la 
fonction de Green de l'équation équivalente, avec au moins un terme de dissipation, 
est une bonne approximation de celle du schéma aux 7 grands, avec une précision 
meilleure au voisinage du front. 


Cas des schémas non dissipatifs 


Pour ces schémas, les modes haute fréquence ne sont pas amortis, si bien que l’équa- 
tion équivalente ne prédit pas correctement les résultats pour des conditions initiales 
non régulières. Cela se produit en particulier pour les schémas centrés d’ordre 2, 
traités dans les sections 5.2 et 5.3. 


Nous serons donc conduits à revenir à la solution exacte par Fourier, et à appro- 
cher par phase stationnaire les intégrales, comme expliqué dans la discussion sur 
la vitesse de groupe de la section 4.2. Les points stationnaires respectifs vérifient 


4.Qs(k) = L, oa Qer(k) = i, ce qui détermine ks et kgg. Une condition heuris- 
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tique est que, localement, au voisinage de ces points Qs(k) ool Qge(k). On retrouve 
le critére sur les facteurs d’amplification, mais cette fois au niveau local. Ces arguments 
sont développés et illustrés dans les sections 5.2 et 5.3 consacrées respectivement au 
schéma centré semi-discrétisé et au schéma saute-mouton. On y verra que l’équation 
équivalente n’est pas valide globalement, mais est correcte localement, au voisinage 
du front. 


Quand peut-on employer l'équation équivalente ? 


Léquation équivalente est un outil commode, mais il est important de bien s'assurer 
de sa validité. En premier lieu, comme l’équation équivalente repose sur un dévelop- 
pement en série, un critère général de validité est que le rayon de convergence Rc 
de la série de Taylor du logarithme du facteur d'amplification vérifie Rc > m. Si ce 
nest pas le cas, la méthode n’est pas valide, quel que soit le nombre de termes pris en 
compte. Nous verrons des exemples de cette situation dans Le chapitre 8 de la partie 
Applications consacré à l’équation de la chaleur. 


Si la condition précédente est vérifiée, l'équation équivalente à nombre fini de termes 
est valide pour # grand pour les schémas dissipatifs, pourvu qu’elle inclue elle-même 
de la dissipation. Elle n’est en revanche pas valide globalement pour des schémas non 
dissipatifs. 


Avant de conclure cette section, nous présentons un exemple d’application de la 
méthode, conduisant à des résultats explicites particulièrement simples. 


4.3.5 Solution de l'équation équivalente à un terme 
pour l'équation d'advection 
Elle s'obtient, sur maillage uniforme, par transformée de Fourier. Considérons 


d’abord les schémas d’ordre pair 27. Le problème aux conditions initiales pour l’équa- 
bt PA > A ? rd > # 2, 4 
tion équivalente à un terme d’un schéma d’ordre pair 2r s'écrit 


ðu + adçu = Crah” dartix% u(x, 0) = u°(x) (4.42) 


2r+1 
La constante sans dimension C, dépend du schéma considéré. En appliquant à (4.42) 
la transformée de Fourier en x, on obtient 


à 7 1 te, Sis ~ 
I + ikan = C ah” (ik) 1%, GR, 0) = u (k) 
2r+1 


équation différentielle du premier ordre dont la solution s écrit 


Gk, t) = exp (— ikat + Cath” (GR) 4) (k) (4.43) 


2r+1 
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Par Fourier inverse, la solution de notre problème est 


1 


2rç:1\2r+1 0 4.44 
ae LL (tk) \w(k) dk ( ) 


1 rte 
u(x,t) = al exp (ik(x — at) + 


L'intégrale (4.44) n’est pas absolument convergente, mais bien définie au sens des 
intégrales oscillantes. Plus généralement, si sur le contour d'intégration, & a une 
petite partie imaginaire £, l’intégrale devient alors absolument convergente et vaut 
Iz. L'intégrale sur R est définie comme la limite de Z pour £ — 0. 


Un des intérêts de la méthode est que toute l'information sur le schéma dans Pap- 
proximation considérée est contenue dans la constante C,. Elle est adimensionnée, 


1/2r+1 
car ath?” est en m?"t!, et U(2r+1)x en m'+1, Notons L = (Cath) / .Lala 
dimension d’une longueur, croissante en temps. Passons dans l'intégrale à la variable 
adimensionnée k’ = Lk. On obtient, pour les schémas d’ordre pair avec C, > 0 


+00 )% — at (ikt! 
exp | zk ———_ 
L 2r+1 


) w (H) dk! (4.45) 


Donc tous les schémas d’un ordre donné, dans l’approximation de l'équation équi- 


valente à un terme, sont semblables : leur solution dépend du seul facteur d’échelle 
(arr) T =f Te La fonction de Green du schéma, obtenue pour 


~ 


u? (k) = 1, s'écrit 


1 +00 = ih! 2r+1 
G(x, t) = z) exp CE = + | dk (4.46) 


Pour r = 1, że. unschémad’ordre 2, L = (Cath?) P 


définissant la fonction d’Airy 


1 fr — 1 1 — 
Gat) = > J ce CE < i zow) dé = = Ai (-* =) (4.47) 


et (4.46) se ramène à l'intégrale 


Cette fonction spéciale apparaît dans plusieurs domaines de la physique et a été bien 
étudiée. Les fonctions de Green pour r quelconque s'expriment aussi à l’aide de 
fonctions d’Airy généralisées. Leurs propriétés sont présentées dans le chapitre 11 de 
P Appendice. 


Pour une condition initiale marche montante, où 4% = A/ik, où A est la hauteur de 


; : dk dk’ 

la marche, on obtient, puisque 4 = 4 
T x—at 1 dk' 
1) = À 74 — (ikh H) — 
u(x, t) J. os (i T Toray ) y 
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X— at 


La solution est autosemblable : elle ne dépend que de la variable . Des exemples 
d applications à des schémas d’ordre 2 (resp. 4) sont détaillés en sections 5.4-5 
(resp. 5.7). Pour les schémas d’ordre impair 27 — 1, l’équation équivalente à un 
terme du schéma s'écrit 


1 
du + adçu = —— Cah?” Baye 
2r 


donc la solution du problème aux conditions initiales est maintenant 


1 +00 ker a 
u(x,t) = > exp (xo — at) — i” GamE) u? (k)dk 
DTJ oo 2r 
et la fonction de Green 


1 +00 = pr 
G(x, t) = —— cos er — — | dk 
r (Crath!) 7 Jo (|C,| ath?!) 2r 
(4.48) 


L'intégrale obtenue est convergente si i?" C, > 0, soit en particulier C1 < 0 (terme de 
diffusion positif au second membre, comme vu pour le schéma upwind) et C < 0 
(terme de dissipation dordre 4 négatif pour un schéma d’ordre 3). On obtient, 
exactement comme pour les schémas d’ordre pair, des solutions dépendant du seul 
facteur d’échelle (ath?’—!)1/2", en particulier des solutions autosemblables pour les 
marches. Nous les présentons plus en détail dans la partie Applications, pour les 
schémas d’ordre 1 (section 5.1) et 3 (section 5.6). A partir de l’ordre 3, les fonctions 
de Green s'expriment à l’aide de fonctions spéciales, généralisations de la fonction 
Airy. 

En conclusion, dans l’approximation de l’équation équivalente à un terme, les solu- 
tions obtenues ont un caractère universel : les résultats sont formulés non pour un 
schéma spécifique, mais pour une classe de schémas, en fonction d’un coefficient 
caractérisant le schéma. C’est un des attraits de la méthode. L'équation équivalente 
à un terme n'est toutefois pas toujours une bonne approximation de la solution du 
schéma. Comme expliqué dans le paragraphe précédent, il faut pour cela qu’elle in- 
tègre un terme de dissipation. C’est le cas pour les schémas d’ordre impair, mais pas 
pour les schémas d’ordre pair. Il faut pour ces derniers, pour obtenir une solution 
proche de celle du schéma, intégrer dans l'équation équivalente le second terme, qui 
est dissipatif. 


EN Conclusion 


Nous avons présenté les méthodes d’analyse des schémas les plus courantes et les 
plus simples (mais aussi souvent les plus efficaces) : méthodes opératorielles, ana- 
lyse de Fourier, méthode de l'équation équivalente. Ces méthodes permettent de 
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comprendre précisément le comportement des schémas pour des équations aux dé- 
rivées partielles linéaires, sur des maillages réguliers. Il est utile pour le concepteur et 
l'utilisateur de schémas numériques de connaître l’ensemble de ces méthodes, leurs 
interrelations, et leur domaine de validité. Cette partie est essentiellement théorique, 
même si nous avons donné quelques exemples simples pour illustrer notre propos. 


Nous passons maintenant à la partie de l'ouvrage consacrée aux applications. Son but 
est de présenter un ensemble représentatif d’équations et de schémas, sans aucune 
prétention à l'exhaustivité. Nous nous sommes limités à trois équations linéaires : 
l'équation d’advection, l’équation des ondes et l'équation de la chaleur. La générali- 
sation à d’autres EDP linéaires est assez directe. Nous n’abordons pas les EDP non 
linéaires, nous bornant à signaler que la méthode de l'équation équivalente permet 
souvent d'analyser au moins qualitativement les schémas pour ces équations, comme 
illustré dans [2, 21]. Avant de commencer cette seconde partie, nous présentons 
ci-dessous les références de la première partie. 


Le livre [5] est dédié aux équations aux différences partielles, particulièrement leur 
résolution par méthodes opératorielles. Plusieurs ouvrages présentent l'analyse de 
Fourier des schémas numériques : [32], dont c’est le sujet, mais aussi [29], qui y 
consacre un chapitre, et [25], qui l'utilise notamment pour étudier la convergence 
dans le cas de conditions initiales non régulières. [20] l’applique aux schémas GD 
d'ordre 2 pour les ondes 1D. La notion de vitesse de groupe d’un schéma est expli- 
quée et illustrée dans [12, 30]. Le livre [24] contient une présentation détaillée et 
nombre d'applications, à des EDP linéaires mais aussi non linéaires de la méthode 
de l'équation équivalente. Elle est aussi utilisée dans [15] pour illustrer la différence 
de comportement entre schémas diffusifs et dispersifs, et dans [17, chapitre 5] pour 
comparer les prédictions de toute une palette de schémas. [33] présente la transformée 
en z en général, utilisée notamment par Serdyukova [22]. 


Léquation équivalente est aussi étudiée et appliquée dans de nombreux articles. [34] 
est un des articles fondateurs de la méthode de détermination par récursion de l’équa- 
tion équivalente et de son application à l'étude des schémas. Nous nous sommes 
beaucoup appuyés dans ce livre et dans [1] sur les travaux de Chin et Hedstrôm 
[7, 8, 11] où l’advection d’une marche (et notamment les oscillations parasites gé- 
nérées par les schémas) est étudiée avec précision. Le profil advecté est notamment 
caractérisé à l’aide de fonctions spéciales, primitives de celles présentées en Appen- 
dice. Les oscillations parasites ont aussi été analysées dans d’autres d'articles, dont 
[16, 17]. La validité de l'approche équation équivalente pour prédire la solution d’un 
schéma est étudiée dans [11, 27, 28, 35] et pour déterminer sa limite de stabilité 
dans [6, 18]. [4] montre comment obtenir l’équation équivalente par méthode opé- 
ratorielle. La convergence pour des conditions initiales régulières est étudiée dans 
[31]. Des applications de la méthode à l’analyse des schémas sont proposées dans 
[19, 23]. De très nombreux autres articles utilisent l’analyse de Fourier ou l’équa- 
tion équivalente pour étudier ou concevoir des schémas, dont [3, 13, 19, 23]. Parmi 
les nombreux ouvrages disponibles, nous renvoyons, pour les définitions des types 
d'EDP à [9, 14], et pour les méthodes numériques à [10, 26]. Le livre de G. Bonnaud 
[2] contient de nombreux résultats numériques, et aborde les équations non linéaires. 
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Nous appliquons dans cette partie les méthodes présentées dans le chapitre 4 à des 
équations hyperboliques : advection (chapitre 5) et ondes 1D (chapitre 6) et 2D 
(chapitre 7) et à l'équation parabolique de la chaleur (chapitre 8). 


Schémas pour l'équation 
d'advection 


Nous présentons dans ce chapitre l’analyse de différentes catégories de schémas pour 
l'équation d’advection. L'essentiel du chapitre est dédié au cas monodimensionel, 
soit à l’équation (2.1) d,u + ad,u = 0, à la vitesse a > 0. Nous commençons 
par le schéma upwind (3.4), déjà rencontré plusieurs fois dans la première partie 
comme exemple. En maillage uniforme, il est suffisamment simple pour que toutes 
les méthodes s'appliquent, ce qui permet de les illustrer. 


IX EN Schéma upwind 


Cette section présente donc plus en détail les résultats des différentes méthodes sur 
ce schéma, défini par (3.4), réécrite sous la forme : 


-1 -1 
La notation p = 1 — n et q = n, où n = % est le paramètre de Courant, 


vient de l'interprétation probabiliste du schéma, que nous expliquons ci-dessous. 
Considérons une marche aléatoire à temps et états discrets sur un ensemble de cases 
{0,1...7..} : le marcheur reste en place avec la probabilité p, se déplace d’une 
case à droite avec la probabilité g. La solution du schéma est interprétée comme la 
probabilité PG, n) = u? de se trouver dans la case j à l'instant 7. En effet, P(j, n) 


vérifie l'équation 
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P(in+1)=P(Gn+1]%n#)PGn)+PGn+1lj—-1,#)PQG —1,n) 


car le marcheur se trouve en j au temps n+ 1, soit s’il était en j au temps 7 (probabilité 
PQ, n)) et qu'il est resté en place (probabilité P(j, n+ 1 | j, n) = p), soit s'il était en 
j — 1 au temps x (probabilité P(j — 1, n)) et qu’il s’est déplacé d’une case à droite 
(probabilité PG, n+ 1 | j — 1, #) = q). Au final 


PGn+1) = pPGn) + qPG —1,n) 


P(j, n) vérifie donc l'équation (5.1) définissant le schéma. Une manière équivalente 
de trouver ce résultat est de considérer la somme S, de n variables aléatoires de 
Bernoulli B(p, q) valant 0 avec la probabilité p et 1 avec la probabilité g 


P(Spt1 = jf) = P(B, = 0)P(S, = j) + PB, = DPS = j — 1) 
= pP(Sn =j) + gP(Sn = j — 1) 


Les deux interprétations sont équivalentes : les B, sont les incréments de la marche 
aléatoire. Donc P(j, n) = P(S, = j) vérifie la même équation (5.1) aux différences 
que la solution du schéma, qui est donc simplement u’ = P(S, =j). 


5.1.1 Méthode opératorielle 


Cas monodimensionnel 


La méthode opératorielle est particulièrement efficace car elle fournit une expression 
explicite simple, que nous rappelons ci-dessous, de la solution du schéma, notamment 
en 1D. En effet, selon (4.10) de la première partie 


= (pI + qS ur "= (pI +457! =>" ; eC J, 


La solution du schéma s'exprime donc à l’aide de coefficients binomiaux. En 
particulier, sa fonction de Green s'écrit, puisque la condition initiale est 


w= 5, 
fn 
G'= pp (7) 62 
J 


J 

Dans le cas g = 1, le schéma est exact et (5.2) se réduit à G” = 6”. La figure 5.1 
compare la solution numérique au résultat (5.2) : la différence vient des erreurs 
d’arrondi. Elle est de l’ordre de la précision machine. 

Comme noté plus haut, G? est la probabilité P(x = j, t = n) que le marcheur 


aléatoire sur N, initialement en 0, soit en j au temps 7. Il est donc resté en place 
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<8 -10717 
--- schéma upwind 
ce solution exacte 
— différence absolue 6 


Aa 
différence absolue 


Fig. 5.1. Fonction de Green du schéma upwind, solution numérique et solution exacte. 


n — j fois et a avancé j fois. La probabilité d’un de ces événements est p”/ q/ et il y 
a () façons de choisir les j instants parmi les 7, d’où (5.2). 


Revenons au résultat (5.2) : on constate que G; s'étale sur n + 1 points : 
(0, Lutin): 


Pour la condition initiale marche descendante, u? = 1, pour < 0, u? = 0, pour 


j > 0, donc u = 1 pourj < let wu), = 0 pour j > À d'où 


u; = 2a) pour O<j<n 
l=j 


n 
Pour j < 0, u] = 1V}; u? = at = (p+g)"=1 
1=0 
Pour j > a, u? į = 0 pour l < n, donc tous les termes de la somme sont nuls et 
u; = 0. Le schéma étale le front sur # + 1 points. 


Le cas périodique sur l'intervalle [0,  — 1] est formellement analogue, à ceci près 
que S est une matrice. Le schéma s'écrit 
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Dans ce cas, comme S~/ = J, la somme de termes peut être réécrite (ou repliée), 

pour # > J, sur les indices de 0 à J — 1. Le coefficient du terme d’indice 0 sera 
n ,0(# = n—] J (” 

par exemple la somme des termes p”4°(5) venant de / = 0 et p”/ q/( i) venant de 


f=]. 


Cas bidimensionnel, maillage uniforme 


Ce paragraphe est une courte incursion dans le cas 4 2 dimensions, essentiellement 
traité dans le chapitre consacré à l’équation des ondes. Nous notons $; et S les 
opérateurs S pour les indices j et /. La solution ui) du schéma peut s'écrire à l’aide 
des puissances des opérateurs $; et Sy. 
J 
Par exemple, le schéma upwind en 2d sur maillage carré s'écrit, notant a et b les 
composantes respectives de la vitesse suivant x et y, supposées positives 
n+1 n n n n n 

l l l —1)/ l (1) 

ee ag (5.3) 
T h h 


Sous forme barycentrique, (5.3) s'écrit, avec g = 4, r= H, p=l-q-r 


uy = (pl + qs; + 7S) ‘a 


si bien que la solution du schéma est 


n! 


n —1 -l\n,0 _ n—h-bh hb 
uy = (pl+q5; +75; ) 4 = S P = "at yee e b)! u i) 


0<4,b<n 


En particulier, sa fonction de Green G? ijt $ ’écrit, puisque la condition initiale est 
uj 1 = 8; 5? ce qui implique que u? hi- FOqesif§ =jph=l 

n 

Gi 


n! oon] 
a z il gi yl (5.4) 


Elle s'étale sur le triangle délimité par les axes et la droite j + / < n. Le résultat (5.4) 
a également une interprétation probabiliste en termes de marche aléatoire, mais dans 
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le plan, et peut enfin s'exprimer à l’aide de coefficients binomiaux 


n n jti n—j—l jit 
a(n) en 


5.1.2 Analyse de Fourier 


Transformée de Fourier semi-discréte 


Le facteur d’amplification du schéma a été déterminé plus haut (section 4.2), il s'écrit 


QE et ap 
et sa fonction de Green s'écrit donc 

G” = 1 ý ~ik\” ijk dk 

el 2 (p+ ge ) e (5.5) 


Le lien avec le résultat (5.2) précédent s'obtient en calculant cette intégrale. Déve- 
loppons dans (5.5) la puissance 


n 1 [E[N a Gok — Yop t i{? f iġG-Dk 
eo xf Oi) Te = am oP ti mie # 
=j =j 


T 
Mais / ek dk = 2x6}, donc seul le terme / = j est non nul, et on retrouve 


say 


Transformée en z 


Le résultat peut aussi être obtenu en utilisant la transformée en z. On obtient 
—n naO 
u (z) = (p + q/z)"u (2) 

Pour la fonction de Green 


1 : 1 . 
ne __— 43 j—1 PRES ON n j—n—1 
G; sq fetal 27 dz aa | e+ q)” z dz (5.6) 


(5.6) se déduit de (5.5) par le changement de variable z = e. Le résidu (issu du 


monôme en z~!) vient du terme (; pr g’ : on retrouve à nouveau (5.2). La solution 
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pour la marche descendante s'exprime à l’aide de la transformée en z de la condition 
initiale 


0 co 
1 
0 . ~0 —m m 
i I< u (z) ) Zz ) zZ ae 
m=—00 m=0 


Pour assurer la convergence, l'intégration doit se faire sur un cercle de rayon <1. On 
obtient 
dz 


l-z 


7 n—l loj j-l+m-1 y; 
2 -zh È 22 > i)? a A 


Les résidus viennent des termes m = / — j positifs 


1 ; 
n— n j—n—l 
u; aaj vet g)"z 


comme vu plus haut. 


Cas périodique 


Dans le cas périodique, en utilisant la transformée de Fourier discrète, on obtient, 
q 
pour la fonction de Green du schéma, car w, = 1, Yk 


LE 2ix 
g= 52 O 


k=0 


2ink 
avec àp = pge T 


Join _2inkl 2i pe Jo) 5, 
n — i DAG ‘eg M Mk Lorie 
I l k=0 
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nf) nt rst — LE 
= EU) dsa = (P) 


On retrouve donc bien le résultat obtenu par méthode opératorielle. Si n > J, d’autres 
termes sont non nuls, pour / = j + J, j + 2J, ce qui conduit au repliement évoqué 
plus haut. 


5.1.3 Solution de l'équation équivalente 


Léquation équivalente à un terme du schéma est donnée par |’équation (4.32) de la 
première partie, qui s'écrit 


h 
ad dau (5.7) 


Sa fonction de Green s'obtient à partir de celle de l’équation de la chaleur, en utilisant 
le changement de variable (x, +) — (x — at, t) 


= (x — at)? 


1 
y 27 paht Fe I paht 


G(x t) = (5.8) 


Lien avec l'interprétation probabiliste du schéma 


Ce résultat coïncide avec lapproximation gaussienne de la loi binomiale. Cette ap- 
proximation peut s obtenir en approchant dans (5.2) les factorielles par la formule de 
Stirling, puis en effectuant un développement de Taylor. Sa précision est meilleure 
près du maximum j = ng (voir un peu plus loin pour le détail des calculs). 


_G= ng)’ 


Gn "iai(") 1 

e— EEX 

E i) Jarn 2npq 
en utilisant ng = nat/h = at/h, j = x/h 


1 G-n? [h Gé) 
2path 


= hG(x t) 


y 27 npg “E 2npq y 27 pat oe 


Le facteur / vient de la définition de G”. La condition initiale est u? = 1, l'intégrale 
sur la maille vaut 4. La fonction de Green G(x, #) est définie avec la condition initiale 
u(x, 0) = 6(x), et son intégrale vaut 1. 


Ce résultat peut aussi être obtenu directement par le théorème central limite en 
utilisant l'interprétation probabiliste du schéma comme G? = P(Sa = j). Sn est la 
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somme de variables aléatoires de Bernoulli (les incréments dans la marche aléatoire) 
B,, de moyenne q et d'écart type ./pq et converge donc, pour n grand, vers une 
variable aléatoire normale de moyenne ng et d'écart type ./mpq. On retrouve bien 
le résultat de convergence obtenu précédemment. 


Lien avec la représentation intégrale de u? 


Le résultat peut enfin être obtenu en approximant l'intégrale donnant u” en deux 
étapes, que nous allons détailler. La première consiste à approcher l'intégrale par 
la méthode du col. Ellle conduira à une formule explicite faisant intervenir des 
puissances de # et de j. 


Approximation pour n grand de l'intégrale par la méthode du col 


Cette méthode permet d’approcher, pour de grandes valeurs du paramètre n, des 
intégrales de la forme 


I= j) OEO (5.9) 
C 


où C est un chemin dans le plan complexe. L'idée de la méthode, détaillée dans la 
section 12.3 de l’ Appendice, est de déformer C en un contour dit de descente rapide, 
où Im (S) = cte. La partie réelle de S varie alors rapidement sur ce contour, si bien 
que lessentiel de l'intégrale vient des points dits critiques, ou points col, où S est 
maximale, et donc S” < 0. On obtient, dans le cas d’un seul point col, défini par 
S' (k) = 0, en supposant qu’il est non dégénéré, że. que S” <0 


M 27 f es 
lnr 


IR 


(5.10) 


Les valeurs de f S et S” sont prises au point col 4. La simplicité de la formule est 
quelque peu trompeuse. Il faut notamment s'assurer que la déformation de C vers 
le contour de descente rapide (CDR) est licite et définir correctement la branche de 
la racine de $”. Les conditions d’application peuvent être relaxées : le contour final 
n'est pas nécessairement le CDR, mais doit coïncider avec le CDR aux points col. 
L'intégrale (5.5) 


T 


as —ik\” ijk 
=> (e+ ) fdk 
est réécrite sous la forme 
1 g à 
mnt. exp (aln (> + ge’) + ijk) dk (5.11) 


soit (5.9) avec 
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In (p+ ge) + 4 = S f=1 


Appliquons la méthode à (5.11). Le point col & vérifie, par définition 


Il est donc donné par 


Les ( ot) (5.12) 


Sij = ng, ke = 0. C’est le cas simple où le CDR coincide avec le contour initial (axe 
réel) C au point col. Si j < ng, ke donné par (5.12) est dans le demi-plan inférieur, 
et si j > ng, ke est dans le demi-plan supérieur. Calculons en ce point les quantités 
apparaissant dans (5.10). La dérivée seconde de S est 


Au point col 


Sat (j-—n) <0 (5.13) 


On est donc sur un maximum réel de l’exposant 7S. Le chemin de descente rapide 
passant par & a une tangente horizontale (suivant l’axe des x). En ce point Im S = 0, 
le CDR vérifie donc cette condition. Calculons maintenant en ke 


2 es BD _ n” 
S = ex (nin ( + —) + in = Í gi —— 
514 
Au final, en reportant (5.13) et (5.14) dans (5.10), on obtient approximation sui- 


vante F 7 
n EE n 
aa Tl 
V27/j(#— j) PA=] 
qui peut aussi être obtenue en remplacant les factorielles par leur approximation de 


Stirling (a! > n'e "27 n) dans le résultat exact (5.2), comme vu plus haut. En 
effet, 


je n'e "V27n 
= pq! 


n— pt) S 
E EENT a (n— j) ierti /27(n — j)ji ei /27xj 
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Ge i 5.15 
BRS Gp nee 


Cela était attendu, puisque la formule de Stirling s'obtient en approchant l'intégrale 
définissant la fonction F (qui prolonge la fonction factorielle aux réels : F (2 + 1) = 
n!) par la méthode du col. 


Approximation gaussienne 


On retrouve l’approximation re (dite normale) par développement de Taylor 


en j = nq du logarithme de p” /q/ ae soit de 


BVA () -« -jl (=) 
J ninn jin q n J n ? 


La dérivée, qui vaut Æ’ = In (- (i - n)) —In Ł, est nulle en j = ng. La dérivée 


n A ( Lys ) 1) l a 
E =—(In(--(j-—2))-—In4) =-— 
dj zí ) q) jj-n 


En j = nq; E" = Sa Comme E (nq) = nln n — j ln (n) — (a — j) ln (n) = 0 


seconde est 


1 
EG) ~ -——(j — ng)? 
Er a 


En reportant dans (5.15), on obtient 


Nr = exp ( aa na) epee Ss exp (>) 
V27 nq (n — nq) 2npq y 2n npq 2npq 


soit l’approximation normale du coefficient binomial. En remplaçant j par Ẹ, # par 
£, on obtient 


G” = 


BEN Vh ( 1 , an?) 
AN ex = KS 
J /27 tpa P 2ahpt 


On retrouve donc bien, avec le facteur multiplicatif 4, le résultat (5.8). La figure 2 
montre que l’approximation de léquation équivalente de la fonction de Green du 


schéma est correcte sur l’ensemble du domaine. L'accord est optimal pour n = 


comme expliqué dans le paragraphe approche probabiliste. Dans les cas 7 = 13 


PEE ne rend pas compte de l’asymétrie de G? discernable sur la figure 5.2. 


mae 


Schémas pour l'équation d’advection 


x 1,5 10 


--- schéma upwind 


ce équation équivalente 
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oO 
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Fig. 5.2. Fonction de Green du schéma upwind et approximation de l'équation 
équivalente de gauche à droite, n = 0,75, n = 0,50, n = 0,25. 


Considérons enfin une condition initiale marche descendante H(— x) traitée par 
l'équation équivalente. La solution s'écrit comme une convolution de la condition 
initiale avec G, soit 


O0 O0 0 1 
“SD = | HC-x+96608= | Gordy = | CONd +> 


x 


qui peut s’écrire à l’aide de la fonction d’erreur erf. En effet, 


x 1 x (y = ~ 
G(y,t)dy = —— — | d 
J une / 20 — | ep ( 2paht 


y—at 


posant y = rs 
[oe jom = ( x) A sar = 
, = —— exp | —— =er 
m A V27 Jo er y paht 


1 x— at 
u(x,t) = i erf (=) (5.16) 
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soit, comme vu dans la section sur l’équation équivalente du chapitre sur les méthodes 


d’analyse, une solution autosemblable (voir (4.47) de la première partie) dépendant 


de la seule variable adimensionnée enr La constante caractéristique Cy du schéma 
paht 


est C1 = P. 


Validité de la solution équation équivalente 


La solution équation équivalente est donc proche de celle du schéma, comme pour 
tous les schémas dissipatifs, pour # grand, tant pour la fonction de Green que pour 
la condition initiale marche. Les comparaisons aux résultats numériques confirment 
ce résultat, comme illustré sur la figure 5.2. 


La raison de l’accord, comme expliqué plus haut, est la dissipation du schéma et de 
l'équation équivalente. Il serait possible d'améliorer encore l'accord en considérant 
l'équation équivalente à deux termes, qui permet de prendre en compte l’asymétrie de 
la distribution binomiale. Cela a été fait dans un cadre probabiliste, comme expliqué 
ci-dessous. 


Approche probabiliste 


Soit n variables aléatoires distribuées selon f, de moyenne u et d'écart type o. 
La fonction de distribution de la somme de x de ces variables est la convolution 
f*”. Pour n grand, elle tend vers une loi normale de moyenne u et d’écart type 
o//n, selon la loi des grands nombres. L'importance de ce résultat a conduit à des 
études détaillées de l’écart entre la fonction de distribution f*” et son approximation 
normale. Dans le cas qui nous occupe, les variables aléatoires sont distribuées suivant 
la loi de Bernoulli, de moyenne p et d’écart type ,/pg, la fonction de distribution 
f*” est la loi binomiale. Il a été démontré (principalement à l’aide des fonctions 
caractéristiques, donc de l’analyse de Fourier) dans [11] que, pour des variables 
possédant un moment d’ordre 3, l'écart relatif est en 1/4/7 et proportionnel au 
moment d'ordre 3. Celui d’une variable de Bernoulli est pay’ — g’). On retrouve 
donc d’une part que la différence relative entre la fonction de Green du schéma et 
celle de l'équation équivalente à un terme, estimée en section 4.3, est en 1/,/7 et 
d'autre part l’asymétrie de la loi binomiale pour p Æ q, ien F 1. La dispersion 
du schéma, calculée plus haut, est non nulle sauf en n = 7 C’est pour cette raison 
que, sur la figure 5.2, les deux courbes proches, mais distinctes pour 7 = } et 


n = 3, se confondent quasiment pour 7 = 7 Plus généralement, l’écart entre la 
distribution binomiale, solution exacte du schéma, et ses approximations par une 
équation équivalente 4 nombre de termes déterminé peut étre obtenu par méthode 
probabiliste. Pour plus de détails sur ces sujets, le lecteur pourra consulter le livre An 
introduction to probability theory and its applications de W. Feller [11]. 
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5.1.4 Conclusion sur les solutions exactes 
et approchées 


En somme, (5.2) et (5.5) sont deux représentations exactes de G? : (5.2) issue 
de la méthode opératorielle s'exprime à l’aide de coefficients binomiaux et (5.5) 
issue de Fourier par une intégrale. L'intégrale redonne l’expression avec coefficients 
binomiaux quand on la calcule exactement. Une approximation plus maniable peut 
être obtenue en remplaçant dans (5.2) les factorielles par leurs approximations de 
Stirling, ou en approchant l'intégrale (5.5) par la méthode du col. Il y a un seul point 
col avec un chemin à tangente horizontale. On obtient par les 2 méthodes le même 
résultat (5.15), rappelé ci-dessous 


Fi wig " 


Se ere FC TE) 
VIT j (n =. PG—S) 


Lapproximation est valide pour # assez grand et j de l’ordre de n. En pratique, 
elle s'avère très précise. Une approximation supplémentaire consiste à approcher le 
logarithme népérien de l’exposant par un développement de Taylor à l’ordre 2 au 
voisinage du maximum j = nq, on obtient 


n l G = 2) 
GX =~ 
7 ang oo ( 2npq 


Cette approximation (gaussienne) est valide pour grand, plus précise au voisinage 
du maximum que sur les ailes, et coincide avec la fonction de Green de l’équation 
équivalente à un terme. Elle peut aussi être obtenue grace à l'interprétation proba- 
biliste du schéma, à l’aide du théorème central limite. Pour une condition initiale 
marche 2H (x) — 1, primitive du Dirac, on obtient comme solution de l’équation 
équivalente une primitive de la gaussienne, soit une fonction d’erreur. 


Le schéma upwind, comme tous les schémas d’ordre 1, introduit de la diffusion. Cela 
se manifeste par l’étalement au cours du temps de la fonction de Green, qui est une 
gaussienne dans l’approximation équation équivalente, ou du profil d’une condition 
initiale marche, qui devient une fonction d'erreur. L'erreur en norme Z! du schéma, 
calculée dans l’approximation équation équivalente est donnée dans ce dernier cas 


par (5.17) 
e = af (1 — erf ( Dm 7 = aypa f (1 — erf (x))dx © 1,128 y paht 
(5.17) 


Le schéma upwind est donc en norme L! d'ordre 1/2 pour la condition initiale 
marche, en dessous de son ordre nominal de 1, obtenu pour des conditions initiales 
régulières. Il étale les discontinuités, et la largeur caractéristique de cet étalement 
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croît en ¢!/?, Ce comportement, illustré sur l'équation d’advection, se retrouve sur 
les équations hyperboliques linéaires, en particulier l'équation des ondes. Le schéma 
nest donc pas très adapté aux conditions initiales discontinues. Une solution possible, 
présentée dans la suite, est de monter en ordre. La section suivante est consacrée au 
schéma d’ordre 2 semi-discrétisé obtenu en centrant l’opérateur aux différences en 
espace. Nous étudions ensuite le schéma saute-mouton, totalement discrétisé, où 
l'opérateur aux différences en temps est également centré. Ces schémas, comme tous 
les schémas d’ordre 2, contrairement à l’upwind, n’ont pas de terme de diffusion dans 
leur équation équivalente. Ils n’ont pas non plus de terme de dissipation d’ordre plus 
élevé, i.e. sont non dissipatifs. Leur facteur d'amplification est de module 1. 


DED Schéma centré semi-discrétisé 
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Nous analysons le schéma centré, discret en espace, mais continu en temps. En 
pratique, le schéma est approché en discrétisant en temps à l’aide d’une méthode 
de Runge-Kutta avec un petit pas de temps. Les résultats prennent une forme plus 
simple que pour le schéma totalement discrétisé, traité dans la section suivante. 


5.2.1 Solution exacte 


Le schéma s'écrit 
duj 


R = Ga — 4-1) (5.18) 


Par transformation de Fourier, (5.18) devient 
ia 


ðu = ——% sin k 
h 
et la solution du schéma s'écrit donc, dans l’espace réciproque 
pN ae iat. 
u(t) = u(0) exp | ——sink 
h 
et, par transformation de Fourier inverse 


LOT at | NS ix 
u(t) = al exp (i= sin k — iit) m(k)dk (5.19) 


5.2.2 Fonction de Green 


Pour m ($) = 1, uj est la fonction de Green du schéma, qui s'exprime à l’aide d’une 
fonction de Bessel. En effet (5.19) devient 


Schémas pour l'équation d’advection 


o at 


1 at 2 1 f7 at . P 
G(t) = =f. exp (= sin k — iit) dk + =| exp (iF sing- iit) dk 


[ exp (Ge sin k — ijk) dk = I api (= sin k — ijl) de 
0 


IT 


on obtient E 
at . l at 
G;(t) = =f cos (= sin k — jk) dk = J; (=) 


car lintégrale est une des représentations de la fonction de Bessel J d'indice j, 
d’argument ©. La transformée en z conduit à une représentation équivalente, en 


effet, 
mn (i)o far (2-2) 4 
= (sa) a SET SL 
1 at 1 . 
pre re AE jal 
G;(t) sof oe ($F ( =))< dz 


Un changement de variable z — 1/2 aboutit à une autre représentation (dite 
d’Eckert) de /;. La fonction de Green du schéma est donc exactement GE. La 
conservativité du schéma (conservation de la masse) se retrouve dans l'identité 


+00 
D 


j=-00 


Évolution temporelle 


Décrivons qualitativement l’évolution en temps de la solution à j fixé à partir des pro- 
priétés des fonctions /;(z). Elles sont en z/ au voisinage de z = 0, croissent jusqu’à 
z de l’ordre de j, puis décroissent en oscillant. Le développement [1, chapitre 11] 
de Watson /;(j + 7153) x (4) 1/3 4i(—21/3y) rend qualitativement compte de len- 
semble de ces comportements, bien qu’il soit valide en principe seulement pour 
j > 00. La fonction d’Airy atteint son maximum pour —2!/3y = z1, premier zéro 
de sa dérivée. Le maximum au point j est donc atteint pour 


: | a ‘ 1/3: 
PEE LE 


En première approximation, t © =, ce qui correspond au déplacement de la condi- 
tion initiale à la vitesse a. La figure 5.3 présente la solution exacte et le résultat 
numérique pour quatre valeurs de j. Elles sont comme attendu égales. 
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x 


Fig. 5.3 Solution exacte à j fixé en fonction de t. 


Variation spatiale de la solution 


La solution exacte est, comme nous venons de le voir, /;(#). La figure 5.4 présente 
cette solution, maintenant à temps fixé, en fonction de f, et la solution numérique. 
Les deux résultats sont superposés, puisqu égaux à la précision machine. 


--- Saute-mouton semi-discrétisé 


panna solution exacte 


ditt! il :1 
de IRRI a ii Eu pitri] 
KE RRR it ath a nt mii HELEH ai 
iali Hs ipin TAUTTTÉ Pua aah at lj 
tit MG À it Hi Eee il i Hool i 
DEEH Hi Mrs FESTES odd 
thy | rai 
tt Î 


Fig. 5.4 Solution exacte et simulation numérique à t fixé. 


78 


Schémas pour l'équation d’advection 


Nous avons calculé la vitesse de groupe du schéma dans la section consacrée à la 
visualisation dans l’espace réciproque, et rappelons brièvement les résultats. Partons 
de la représentation intégrale 


T 


1 (a. , 
G) = >f. exp (+ sin k + jk) dk 
et posons x = jh, k = hh 


x/h 
G(x t) = =| ; exp i (at sin (kh) + xk’) dk 
7 


La vitesse de phase est donc asin k’h, et la vitesse de groupe a cos k’h. Comme au 
point stationnaire, cos k'h = +, le nombre d’onde spatial local est + arccos =. Il 
croît en s éloignant du front de 0 pour x = at à Ẹ pour x = —ar. En particulier, pour 
les modes stationnaires, en x = 0, k’ = + arccos 0 = 57, soit une longueur d’onde de 
4 mailles, et, pour les modes rétropropagatifs en x = — at, k' = + arccos (— 1) = 7, 
soit une longueur d’onde de 2 mailles. 


Nous allons maintenant approcher la fonction de Bessel par ses développements 
asymptotiques de Debye et de Watson, donnés notamment dans [1, chapitre 11]. 


Développement de Debye 


Ce développement de /;(#), pour l'indice j et l'argument # tendant vers l'infini, 
est valide quand leur différence est O(/). Il s écrit, en posant 


J PR 
T ET Ei 1- (#) 
at jh 


at 


R E eee, } Hat 
Dp Fang (uns JP A 


ce qui conduit à l’approximation 
at 2h x \2\ 71/4 at x \2 x T 
DZE ET e- 
J1 h ) Tat ( at ) saad Ge at M OF 4 


— x 1 
En posant r = =, on obtient 


| 2h 
G © a — r2y— 1/4 cos [Sv 1 — 7? — j arccos r — =| (5.20) 
a 


4 


Jif 
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Le résultat (5.20) s'obtient aussi en appliquant la méthode de la phase stationnaire à la 
représentation intégrale de G;. Comme vu dans le paragraphe précédent, le nombre 
d’onde spatial des oscillations de la solution croît quand on s'éloigne du front. Le 
développement de Debye est valide hors des voisinages de x = at et x = —at, où 


apparaît une divergence en (1 — (4)?) 7 . La formule (5.20) garde sa validité sauf tout 
près de ces points. La figure 5.5 présente la solution numérique et le développement 
de Debye (en excluant une petite zone près du front). Elle montre que les oscillations 
de la solution sont bien rendues par (5.20). 


--- Saute-mouton semi-discrétisé 


sees approx. EE(Debye) 


Solution exacte et approximation par la phase stationnaire, développement 
de Debye (5.20). 


Au voisinage du front, il faut utiliser le développement de Watson de la fonction 
de Bessel, valide quand la différence entre indice j et argument # est O(j 1/3), Plus 
précisément, le profil de la solution au voisinage du front est approché par 


25. NB pap 


Le résultat (5.21) peut aussi être obtenu en développant la phase dans la représenta- 
tion intégrale, ce qui donne l’approximation équation équivalente, comme vu plus 
haut (section 4.3). On retrouve notamment la décroissance monotone pour j > a 
et les oscillations de la solution au voisinage du front pour j < #. La figure 5.6 com- 


pare la solution exacte à son approximation équation équivalente. Elle est correcte 
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au voisinage du front, mais ne rend pas compte des oscillations de haute fréquence 
spatiale loin du front. 


--- Saute-mouton semi-discrétisé 
approx. EE(Watson) 


Fig. 5.6 Solution exacte et approximation équation équivalente (Watson). 


Conclusion 


En conclusion, la fonction de Green du schéma centré semi-discrétisé, qui s'exprime 
à l’aide de fonctions de Bessel /;, permet d'illustrer le comportement des schémas 
d’ordre 2 non dissipatifs. Le point essentiel est que cette fonction de Green est très os- 
cillante, avec une queue dispersive étendue. Comme on pouvait s'y attendre, puisque 
ce schéma est non dissipatif, l’équation équivalente, i.e. le développement de Watson 
de /;, ne rend pas précisément compte de ces oscillations. Elles sont correctement 
approchées par la méthode de la phase stationnaire, i.e. par le développement de De- 
bye. Une approximation uniforme de /;, correcte partout, existe, mais conduit à des 
formules plus compliquées, que nous ne présentons pas. Nous étudions maintenant 
le schéma saute-mouton, centré en temps et en espace. C’est la version totalement 
discrétisée du schéma précédent. 
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LE Schéma saute-mouton 
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1 


Le schéma est appliqué à l'équation d’advection u; + au, = 0 sur maillage uniforme 
avec un pas de temps constant, ze. sur une grille régulière, x; = jh, j € Zen 
espace et #, = nT en temps. Lapproximation numérique u? de la solution satisfait 


l'équation aux différences partielles 


ut! — ue + na — u; 1) =0 (5.22) 


Dans (5.22), n = at/hest le paramètre de Courant. Nous prenons comme condition 


initiale u? = uj = 6%. On obtient la fonction de Green du schéma. Des résultats 


sur conditions initiales marche descendante unité H (— x) ont été obtenus dans [1]. 
Dans les simulations numériques, le maillage s'étend de —/ à +J. Pour éviter des 
réflexions parasites, il faut que 7 < J. 


5.3.1 Solution par la méthode de l'équation 
équivalente 


C’est un cas particulier du problème traité dans la section 4.3 de la première partie sur 
l'équation équivalente. Nous rappelons toutefois les résultats. L'équation équivalente 
au schéma s'écrit à 

oru + ad,u = 3 9306 


Le terme 503,4, avec c = h'a(1 — n*)/2, rend compte de la dispersion. Par trans- 
formation de Fourier de l’équation et de la condition initiale 


Dee PR ZE, 0) = a(x 0) 


BE t) = BCE 0) exp (— ikat + iS #2) 
et, par transformation de Fourier inverse 
u(x, t) = u(x, 0) * G(x, t) 


avec 


1 ft? 
eS f exp (i(x — at)k + ictk’ /3)dk = (ct) Ai(X), X = (x — at)(er) 7 
—00 


Comme pour tous les schémas d’ordre 2 (voir (4.47) de la première partie), la fonction 
de Green de PEE à un terme s'exprime à l’aide de la fonction d’Airy. La comparaison 
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(Figure 5.7) avec les résultats numériques montre que la fonction de Green de l’équa- 
tion équivalente est proche de celle du schéma au voisinage du front de propagation, 
mais qu’elle ne reproduit pas correctement les oscillations de la solution numérique 
loin du front. C’est une illustration des limites de cette méthode en l'absence de 
dissipation. 


--- Saute-mouton 
ces EE Ordre 3 


Fig 5.7 Fonction de Green du schéma saute-mouton et de l'équation équivalente. 


Dans la section suivante, nous dérivons, en suivant la même méthode que dans [1], 
une solution exacte pour le schéma. 


5.3.2 Solution exacte pour la fonction de Green 


Calcul de la solution 
Nous appliquons la transformée de Fourier semi-discréte u; — (k) définie par 
J=+00 
u"(k) = ps eu 
j=—00 


On obtient l'équation aux différences 


D Pl ding” sin k = 0 
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La solution de cette équation aux différences est une combinaison linéaire de puis- 
sances des solutions A+ de l’équation 


A? + 2indrsink —1=0 


Posons À = e~#. Léquation devient sin (f) = n sin k, qui a pour solutions 
fy = arcsin (7 sin $) 
f- =x — arcsin (n sin $) 


Les équations ci-dessus donnent les relations de dispersion du schéma. La rela- 
tion de dispersion pour équation advection est œ = ak. Donc w} = & x 
+ arcsin (4(k)) ~ ak pour k —> 0 est une approximation consistante de cette 


relation. La vitesse de groupe dor, présentée sur la figure 5.8, vaut 
v} = a cos (k)(1 — n? sin? kyl? 


et v} — a pour kh — 0, comme requis. On note que, comme 7 < 1, v} < a, et 
que v4} < 0 pour k > 7/2. 


Considérons maintenant la relation de dispersion de l’autre solution. Elle n’a pas le 
bon comportement : w— À 4 — ak pour k — 0. Sa vitesse de groupe v- = —v+ 


— UL. 


Fig. 5.8 Vitesse de groupe v+. 
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tend vers —a pour k — 0: le signal se propage dans la mauvaise direction. Il s’agit 
d’une contribution parasite introduite par le schéma. Elles sont présentes quand 
l'équation aux différences sur %” n’est pas d'ordre 1, że. sauf pour les schémas à un 
pas, et ont été étudiées notamment par Strikwerda [25, première partie]. 


La solution dans le domaine spectral inclut les deux contributions, et s'écrit 

RCE) = Ae i + Be 
A, B sont déterminés par les conditions initiales °,%1: A + B = R, Ae~#* + 
Be =T. On obtient donc 

Def — n! D De H+ 


A = soap, Le D B = Tsp pe 
ef — et eH- — eth 


Pour approcher un problème avec conditions initiales pour la fonction, et zéro pour sa 
dérivée temporelle, nous imposons, comme le schéma est à deux pas, cette condition 


pour les deux premiers pas de temps. Pour la fonction de Green, u? = u? = 8? 


La solution s'écrit, en variable k adimensionnée, comme somme d’un mode physique 


(5.23) et d’un mode parasite (5.28) 


u’ = ui + u 
Mode physique 


Il a pour expression 


RES as (43 ik) dk (5.23) 
a — eee inf, + ij . 
comme f, = arcsin (7 sin k), f£- = m — arcsin (y sin $), (5.23) se réécrit 

1 T ol arcsin (77 sin $) +] 


son _ 2 cos arcsin (n sin k) exp (— marcsin (7) sink) + ijk) (5.24) 


L'intégrale sur [—z, 0] est donc la conjuguée de celle sur [0, 7], si bien que 


1 TT ei arcsin (7 sin k) ij 
ui, = — Re / ——— exp (— inarcsin (1 sin k) + ijk) dk 
0 


cos arcsin (7 sin 2) 


et comme cos arcsin (n sin $) = y 1 — n? sin? k + 1 + insin k 
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seff V1 — nÊ? sin? k + 1 + insin k 


l-n V1 = 7? sin k k 
Une formule alternative, en réel est ui = l4 I 2 avec 
7 /1—7sin*k+1 
Je = ee SRE cos (— n arcsin (7 sin k) + jk) dk 


27 Jo 1 — n? sin? k 


re 1 [7 nsin k 


‘2 27 Jo 1 —1n? sin? k 


sin (— n arcsin (n sin k) + jk)dk 


exp (— in arcsin (7 sin k) + ijk) dk 


(5.25) 


Remarque : la solution du schéma semi-discrétisé, calculée dans la section précé- 


dente, est 57 Lf exp (~i Ẹ sin k+ ijk) dk. Elle est plus simple, mais de même nature, 


et peut être obtenue comme limite n — 0 de (5.24). 


Remarque : en prenant sink ~ &,arcsin(n sink) ~ nk, la solution devient 


20 
de Grech de l’équation. 


Le mode physique est représenté par u”, , intégrale oscillante de la forme 


i+? 


T 


1 
avec 
k Le Der et 
S(k) = — arcsin (n sin k) + =k, g(k) = EA 


1+ 71 -— n? sin? k + insin k 


(k) = 
s 291 — n? sin? k 


Mode parasite 


La contribution (parasite) venant de w_ est 


ne 
u = sl exp (— inm + inarcsin (n sin k) + ijk) dk 


L'intégrande peut s’écrire comme une fonction de k puisque 


+ exp (— inat k+ ixk)dk © A Rat) dk = hë (x— at), soit la fonction 


(5.26) 


(5.27) 


(5.28) 
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jae 1—/1—72sin? k+insink 
ef — eif —24 1 — n? sin? k 
Une alternative à (5.28) en réel est uj =! +2 


(=1)" (7 1=./1— n? sin? k 


I = — cos (narcsin (7 sin k) + jk) dk 
27 Jo —y\1-— n? sin? k 
—1)” f7 : 

P= =) Abe sin (z arcsin (7 sin k) +)dk 


7 27 Jo V1—nsin2k 


Nous avons représenté sur les figures 5.9 et 5.10 mode physique et mode parasite, 
dont la somme est la solution du schéma. Le mode physique est dominant, mais le 
mode parasite nest pas négligeable. 


eue Saute-mouton 
— approx. I, 


Li. 
MeN 


Fig.5.9 Simulation du schéma saute-mouton et mode physique. 


Dans les sections suivantes, nous dérivons des approximations de la solution exacte. 
Nous approcherons /, en utilisant la méthode de la phase stationnaire, présentée dans 
le chapitre 12 de PAppendice. Cette méthode donne le développement asymptotique 
de cette intégrale, pour de grandes valeurs du paramètre n, comme une somme des 
contributions des points stationnaires de S(k). 
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vente Saute-mouton 
— approx. I[_ 


Fig. 5.10 Simulation du schéma saute-mouton et mode parasite. 


5.3.3 Approximation de la solution exacte 


Approximation pour l4 


Nous approximons /,, donnée par (5.26), par la méthode de la phase station- 


naire (section 12.2 de Appendice) pour # grand. Pour cela, nous déterminons 
d’abord les points stationnaires k, de Z}. Ils vérifient L (ke) = À, soit puisque 
cos k 


d : : 
arcsin (n sin $) = n) —— 
dk (n r= —n? sin? k+1 


cos (k) (1 — n? sin? (k) 71 = end 
nn at 


qui implique 


2 2 
2 _? (1 — 7°) 
cos” (k) = Te 
r= Ž est le ratio de l’abscisse de x = jh divisé par l’abscisse at = nat de la position 


2 2 
è 1— š : . 
exacte du front. Si E < 1, Łe. pour —1 <r < 1, ie. —at < x < at, il y a deux 


r — 


points stationnaires opposés 


{t= 2 
ke = +arccos | r 2r 
1 — n?r? 


Schémas pour l'équation d’advection 


et l’approximation de la phase stationnaire de J} est oscillante, avec un nombre 
donde spatial local &,, comme nous allons le voir. Pour r > 1, że. devant le front, et 


1—n2 . > P 5 i : 
> 1, il n'y a pas de points stationnaires réels. 
1-77 


Notons que k, = 0 sur le front (r = 1). Les deux points stationnaires coincident, et 
la phase stationnaire n’est pas appliquable. 


pour r < —1, że. x < —at, r 


Résultat pour l4 


La formule de la phase stationnaire (12.7) fournit une approximation explicite de 
L} comme somme des contributions des points stationnaires. Plus spécifiquement, 


MoT e . 15N? n oss 
la contribution du point k; = arccos (r Te) s'écrit, avec 


S(k) = -f (4) + Lk= arcsin (nsin kh) + LE 


etisgn(S"(ke))r /4 
SAR 
V2rn|S"(k)| 


Calculons les différents termes apparaissant dans (5.29) 


g (ke) exp (inS(k,)) (5.29) 


inS(ke) = —inarcsin (n sin ke) + ijk, 


La dérivée seconde de S(k) = — f} (k) + Lp est 
S" (ke) = N0 — nP) — n° sin? ke)? sin ke 


S" (ke) > 0, donc sen(S"(k-)) = 1. Nous avons calculé plus haut 
4 P 


1+1 -— nsin? k, + insin ke 
2/1 — 7? sin? ke 


En reportant ces résultats dans (5.29), on obtient 


a (1 — n? sin? ke) 4C + V1 — n? sin? & + in sin ke) 
Dw GNA Sea e eee 
1 24/27 nn(1 — n?) sin ke 


x exp (— in arcsin (7 sin ke) + ijke) (5.30) 


glk) = 


La formule (5.30) mest pas valide (et donne un résultat infini) si ke = 0, ce qui 
se produit sur le front. C’est une expression explicite, puisque, pour 0 < r < 1, 


: = 1—72 P 
sink, = ,/ T Plus précisément, posons 
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etin N 
exp inS (5.31) 
X idar Dya 
et explicitons le résultat (5.31), en remplaçant sin ke par sa valeur \/ 5. On 
obtient 
Vh 1-1? 
=-= es EELEE 
DJ/n Ja n2) 4 1 — nr? 2,2 
s . 1—7? 1— n? 
= arcsin | n,}— De nr arccos re 

La contribution du point stationnaire — arccos (7 7 +) en est le complexe conju- 


gué. On obtient donc au final, pour P À Los ii 4 
L © 2Re Il 


Le résultat (5.31) peut s'exprimer comme le produit d’une enveloppe 


22 Va 1 = PAL = PA 


dulé hase de la fe S = 7 — — 

modulée par une phase de la forme cos (nS + 7+), où tan g = l = 
T 

u © 2E cos (ns + 3 + o) (5.32) 


Remarque : Vérifions la cohérence avec le résultat obtenu (section précédente) pour 
le schéma semi-discrétisé. Pour 7 > 0, 


N LIT sa 
-r 2) ,nS À arceos r — V1 — 7 
Daa Va. 1 
2Vh 
V27 at 


soit le résultat (5.20) pour le schéma semi-discrétisé. L'expression obtenue rend 
compte des oscillations de la solution numérique : le nombre d’onde spatial local est 


t T 
Lew (1 — r2)71/4 cos (j arccos r — = 1—7r2+ =) 


ag 4 | i ; d : 
(considérant j comme une variable continue), puisque nt (k) =j 


Schémas pour l'équation d’advection 


d dhe df (he) dk di k 
Ze a a a 


Qualitativement, les résultats sont similaires à ceux obtenus dans la section précé- 
dente. Le nombre d’onde spatial local des oscillations k, augmente de k, = 0 au 
front (x = at, r = 1) à ke = 1/2 pour x = 0 puis à k, = x en x = —at. Autre- 
ment dit, la longueur d’onde locale À = 27 h/k, des oscillations décroit quand on 
s'éloigne du front. Par exemple, en x = 0, ke = x7/2,À = 4h: la période spatiale 
des oscillations s’étend sur 4 mailles. En x = —at, k = 1,4 = 2h: la période 
spatiale des oscillations s’étend sur 2 mailles. Nous comparons sur la figure 5.12 Z} 
à son approximation phase stationnaire. Nous avons également tracé l’enveloppe. 
Lapproximation est précise, sauf au voisinage immédiat du front, où elle ne peut 
être valide, le pôle étant alors proche du point stationnaire. 


ms Saute-mouton 
—— I, par la phase stationnaire 
enveloppe [+ 


I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
Fig. 5.11, Simulation du schéma saute-mouton et mode physique. 


Résultat pour /_ 


Rappelons la représentation intégrale (5.28) de Z 


1 (7 1e h 
L= =| = exp (— inm + in arcsin (n sin k) + ijk) dk 
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Saute-mouton 
| —— I_ par la phase stationnaire 
ee PpP I 


Fig. 5.12 Simulation du schéma saute-mouton et mode physique. 


Les points stationnaires #! de J vérifient 
cos (Æ)(1 — n? sin? (A) = —+ = -r 


ce qui conduit, pour k. € [0,7], à 


1 — n? 
(We an = rs 
k, = arccos ( r Toa 5) =m — ke 


L'autre point stationnaire est —k! = ke — x. Ils sont réels pour |x| < at, k! croît 
de 0 à x = —at à x sur le front. Calculons les fonctions de phase et d’amplitude 
apparaissant dans la formule (5.28). La fonction de phase en k! est 


p(k.) = —n7 + narcsin (n sin k)+j(7 —k) = (j— n)x +narcsin (7 sin ke) — jke 
1—e À 1 V1 nsin? k+ insink 
ef — et —24 1 — n? sin? k 


S" (ke) =N — n’ — n? sin? &) #2 sin ke 


Schémas pour l'équation d’advection 


1 1 eike/2 
1— ek 1 4 et  2cos(k./2) 


On obtient, pour la contribution Z! du point stationnaire 4! 


hee exp (47 — n)x + imarcsin (n sin ke) — ijke) X 


eTil — n? sin? kA t4 — (1 — n2 sin? ke) + in sin ke) 


(5.33) 
2/27 nn(1 — n?) sin ke 
et, comme plus haut, /_ ~ 2 Re I. Prenons le module de (5.33) 
AE (1 — n? sin? k) T4 — y (1 — n? sin? ke) + insin 4.) Le En 
24/27 nn(1 — 72) sin ke 
Explicitons les termes apparaissant dans (5.34) 
1-7 1-7? 
1 — n? sin? k, = 1 — = .3 
n° sin n E E (5.35) 
- l-7? 
Va = n?) sin ke = vind — Daa (5.36) 
2 22 17? 
(1 —,/(1— n? sin? &))? + n° sin? ke = 2-2 Toy (5.37) 


En reportant (5.35)-(5.37) dans (5.34), on obtient l’approximation d’enveloppe du 
mode parasite 


Vh 


rac Gaye 
2427 fat (1— n?) "4 


La figure 5.12 présente /_ et son approximation d’enveloppe (5.38), qui est atteinte 
en certains extrema, ainsi que la solution du schéma. 


La contribution parasite est d’ordre h!/2, et décroit en t~'/*, donc assez lentement 
avec le temps. Elle est petite au voisinage du front. 


5.3.4 Solution exacte et approximation de l'équation 
équivalente 


Dans cette section, nous rappelons les approximations menant de la solution exacte 
du schéma à celle de l'équation équivalente, afin d'illustrer sur cet exemple les limites 
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de validité de la méthode. Nous notons comme ci-dessus. 


fe = arcsin (n sink), f = x — arcsin (n sin $) 


Partons de la formule exacte (5.23) pour ui» 
1 PT ef —1 | : . 5 

— exp (— in arcsin (n sin k) + ijk) dk 
e` if 


n 
u; >= 7 
J 27 Lia ef — 


La solution de l équation équivalente à un terme, comme vu dans la section 4.3 consa- 
crée à cette méthode, s'obtient en remplaçant la phase exacte par son développement 
de Taylor en k = 0 jusqu’à l’ordre 3 


at Be 
LE SA =a) — 
tee I= 


(x — at) 


—n arcsin (n sin k) + jk © 7 


et en ne gardant que le terme principal pour amplitude 


ef —1 v= n? sin? k) + 1 + insin k a 
ef — emih 2,/(1 — n? sin? $) 
En reportant ces approximations dans (5.23), et en posant c = h?4(1 — n?)/2, on 
obtient 
h [rl B 

ul À — exp (i(x — at)l + ict—)dl 

EN aa an p CG ) 3 ) 
qui est la solution de l'équation équivalente présentée au début de la section, six /h 
est remplacé par co. Elle est donc obtenue à partir de la solution exacte en négligeant 
le mode parasite, en développant phase et amplitude en & = 0, et en prenant la 
limite 4 — 0 dans les bornes de l'intégrale. Les deux premières approximations ne 
sont justifiées pour ce schéma qu’au voisinage du front, où le mode parasite est petit 
et la fréquence spatiale des oscillations de la solution faible. 


5.3.5 Conclusion sur le schéma saute-mouton 


Le schéma saute-mouton pour l’équation d’advection génère un certain nombre d’ar- 
téfacts numériques : des oscillations, comme sa version semi-discrète, et une contri- 
bution parasite, qui lui est spécifique. Elle se propage dans la direction opposée à 
la vitesse d’advection. La méthode de l’équation équivalente est une approximation 
basse fréquence de la partie principale (non parasite) de la solution du schéma et 
ne l'approche correctement qu’au voisinage du front de propagation en x = at. 
Mais, loin du front, la fréquence spatiale des oscillations de la solution du schéma 
augmente, et l'équation équivalente ne parvient pas à les reproduire. C’est une nou- 
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velle illustration de la non-validité globale de cette méthode pour les schémas non 
dissipatifs. 


DZD) Conclusion sur les schémas non dissipatifs 


Nous avons étudié deux schémas de ce type : le centré semi-discrétisé et le saute- 
mouton. La montée à l’ordre 2 a bien permis d’éliminer les effets de diffusion, mais 
l'absence totale de dissipation conduit à des effets indésirables que la solution exacte 
de la fonction de Green du schéma centré permet de bien quantifier : oscillations 
faiblement amorties générées par les discontinuités, propagation sans atténuation de 
modes haute fréquence. De plus, comme le schéma saute-mouton fait intervenir 3 
pas de temps, pour une EDP du premier ordre en temps, un mode parasite apparaît. 
Ces effets sont peu sensibles pour des conditions initiales régulières, mais prennent 
de l'importance pour des conditions initiales peu régulières, comme le Dirac, que 
nous venons de présenter, ou la marche, traitée dans [1]. Nous étudions dans les 
sections suivantes une autre classe de schémas d’ordre 2, à un pas (donc sans mode 
parasite), et présentant cette fois une dissipation d’ordre 4. L'ordre 2 permet toujours 
d'améliorer la précision par rapport au schéma upwind et notamment de ne plus être 
affecté par de la diffusion. Mais la dissipation d’ordre 4 réduit l'ampleur des artéfacts 
observés sur les schémas non dissipatifs. Nous commençons par un des schémas de 
ce type les plus connus, celui proposé par Lax et Wendroff. 


BL Schéma de Lax-Wendroff 


Ce schéma, déjà rencontré dans la première partie (formule (3.10)) s'écrit, avec 
p=F 
n+1 n n 1 n n n 
Uy = puj + qui; — 321a — 2u; + uji) (5.39) 


Il s'obtient en soustrayant du schéma upwind la partie diffusion. Il est d'ordre 2, avec, 
comme le confirmera son équation équivalente, un terme de dissipation d’ordre 4. 


Comme démontré dans la section 10.1, il s'identifie au schéma de Strang S}. Pour 


+1 


q = 1, ce schéma devient u = u!_,, ie. il est exact. Son facteur d'amplification 


J 
g se déduit de (5.39), et, comme p = 1 — q 


g= are D à + (1— 9) wt D ik (5.40) 


Des solutions exactes peuvent étre obtenues, nous les présentons ci-dessous. 
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5.5.1 Solution exacte 


Méthode opératorielle 


L'application de la méthode opératorielle est possible, mais conduit à des sommes de 
coefficients multinomiaux, car le schéma est à trois points. Réécrivons-le sous forme 
opératorielle 


n+l _ P —1 1 n 
a OPERA IST = Sa) 


ce qui permet d’écrire la solution u? du schéma 


1 
u; = (p(1 + g)1 +4- Ds" — 5 P45)" a) 


n L PI l m, n—l—m n—l—m n! 0 
= 1—— — — 1 — u; 
É 2 PO Ste mit 


Pour la fonction de Green, les termes non nuls sont pour j + m — l = 0, soit 
j+ m= L et on obtient 


n! 


n j+ m ak i+m 1 m,n—j-2m n—j—2m 
a ha aes le (+49) G+ min —7— 2 


m 
n! 

(G + m)!m!(n— j — 2m)! 

, (5.41) 

avec 0 < 2m+j < n, soit 0 < m < [5 la notation [ ] désigne la partie entière. 

Donc, G? s'exprime comme une somme de termes faisant intervenir des coeffi- 


Gr = DO ag = pal _ grr MI she yas 


cients multinomiaux, et non avec seul coefficient binomial, comme pour le schéma 
upwind. Malgré cela, il est intéressant de calculer ces sommes pour comparer à la so- 
lution numérique, les différences éventuelles sont dues à des erreurs d’arrondi. Sur la 
figure 5.13 sont tracées la solution numérique du schéma et la solution exacte (5.41), 
qui se superposent. 


Solution par Fourier 


La formule précédente peut être aussi obtenue à partir de la solution exacte en Fourier, 
qui s'obtient en insérant (5.40) dans la formule (4.10) de la première partie 


1 (7 (40+) -x 2 I-P x)" ik 
W n KA 7,7 Le _ LT ÿ 42 
G; : l ( z <$ + (1 — q*) << el" dk (5.42) 
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--- schéma Lax-Wendroff 
TE Solution exacte 


Fig. 5.13, Solution du schéma vs. solution exacte. 


En développant la puissance dans (5.42), G se réécrit comme une somme de termes 
de la forme 


! Dy’ -1)\” 1 f7, , 
n (fe ) (“ ) a-i f eik(—l+ m+) jh 
L!m\(n — 1 — m)! 2 2 27 Jen 


+ CEE dk = 1,sij+m = 1,0 sinon, seul le terme constant —/+m+j = 


= 
0 contribue, si bien que 


[1 


n n! _4\m q pram n=M(1 _ „njom 
eae 1) (J Uro =g) 


qui n’est autre que (5.41). En factorisant les termes indépendants de m, 


n q j - 32 -n m BE a " 
G; = (45) Umaga e = om i Á a 


(52) - 2 m 
aa q QRm+j)! m q 
Gj > Gat =) Vg ei 2 MEET G+ mlm (<4) 
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ce qui permet d'écrire (5.41) avec des coefficients binomiaux 


4 y 2 Te à 2m + j de Ne 
a iaa) ESA > a m Jon (a) 


En somme, les solutions exactes pour ce schéma existent et se calculent, mais il est 
commode de disposer de formules compactes, comme en fournit la méthode de 
l'équation équivalente. 


5.5.2 Etude par la méthode de l'équation équivalente 


La validité de la méthode peut être appréhendée en étudiant le facteur d'amplification 
du schéma, donné par (5.40), réécrite sous la forme 


g= a= + (LE D — aoe 2) cos k—i Game D + a 2) sin Å 


- 44+D _ 40-9 _ 2 g(q+1) qd-q) _ ae ; 
mais = St ES q, et g s'écrit aussi 


g = l — iqsin k — Fa — cos k) (5.43) 


Dans le plan complexe, g parcourt Pellipse de centre (1 — 4%, 0), de demi-axe hori- 
zontal g°, de demi-axe vertical q. Elle est intérieure au cercle unité parcouru par le 
facteur d'amplification de l'équation, et lui est osculatrice (le contact est d’ordre 2) 
en (0, 1). La figure 5.14 présente le tracé de g pour trois valeurs de n : n = 0.5, 0.7, 1. 
Pour 7 = 1, le schéma est exact et l’ellipse se confond avec le cercle unité. 


Calculons le carré de son module 
lel? = gg* = (1 — g° — iqsin k + q° cos k)(1 — q? + iq sin k + q° cos k) 


et développons | g| 
|g) = V1—(q2— 4^) (osk — 1) = 1 — #4 (52° — z4“) +0 (£) (5.44) 


Le schéma est, selon (5.44), dissipatif d'ordre 4 si g # 0, 1. Cela implique que la 
méthode de l’équation équivalente est valide aux temps longs, pourvu qu’elle inclue 
un terme de dissipation. Sur la figure 5.15 est tracé le carré du module du facteur 
d'amplification : il devient notablement inférieur à 1 quand & se rapproche de x. 


Schémas pour l'équation d’advection 


Fig. 514) Facteur d'amplification du schéma de LW dans le plan complexe pour 


n = 0.5, 0.7, 1.0. 


Fig. 5.15 Module au carré du facteur d'amplification du schéma de LW. 


99 


100 


Analyse quantitative des schémas numériques 


Calcul opératoriel de l'équation équivalente 


Léquation équivalente des schémas de Strang est donnée en appendice, mais nous 
la recalculons pour le schéma de Lax-Wendroff, à titre d'illustration du calcul d’une 
EE par méthode opératorielle. Formellement, le schéma, puisque défini par (5.39), 
s'écrit 


exp (T4) = (1 — q) + q exp (— hð) — pq(cosh(h9,) — 1) (5.45) 


en prenant le logarithme de (5.45), on obtient 


1 
d; = zls (p + q exp (— 40x.) — pq( cosh (h3x) — 1)) 


Calculons le développement de Taylor de cette expression 


In ((1 — q) + q exp (—49,) — (1 — q)q( cosh (40,) — 1)) 


1 
= —hd,q4 z1(d 1) bP asx + o(s*) 


Le schéma approxime la dérivation temporelle par 
d © ee + aby (4° — 1) h’ ds 
t T X 6T x 
ce qui conduit à l’équation équivalente à un terme 


du + aðyu = (4° — 1) p ðzxu (5.46) 


a 
6 


Posons c = $ (1 — 4°) h?, l'équation équivalente (5.46) du schéma fait apparaître 
au second membre un terme de dispersion négatif. 


oru + ad,u = — 53.0 


En développant à un ordre de plus, on obtient le deuxième terme de l’équation 
équivalente 


-24 (1 — 4°) dax 


C’est un terme de dissipation d’ordre 4. Léquation équivalente à 2 termes s'écrit 
donc 


d 
0,u+adxu = du Toi c= (1-4 )#,d = Sa (1 — q°) bP (5.47) 


Schémas pour l'équation d’advection 


Notons que la condition de stabilité du schéma est g < 1. Elle est donnée par le 
signe du terme de dissipation, qui change pour g = 1. Léquation équivalente à deux 
termes permet donc de retrouver la limite de stabilité. 


Bien que l’équation équivalente à un terme ne puisse pas être une approximation 
précise du schéma, puisqu'elle ne prend pas en compte la dissipation, nous rappelons 
la solution obtenue pour la fonction de Green, intéressante de par sa simplicité, 
ci-dessous. 


Solution de l'équation équivalente à un terme 


Le résultat est donné par la formule (4.46) de la première partie, mais nous en 
rappelons la dérivation. Le problème à résoudre est, comme pour Le saute-mouton 


die = ts u(x 0) = 8(x) 


En appliquant la transformation de Fourier à | équation et aux conditions initiales, 
on obtient 
= ; E 302 = 
dru = (— ika + iE yu = 0, u(k,0)= 1 


dont la solution s'écrit _ 
T = exp (— ikat + EU) 


Par transformation inverse, on obtient 


x — at 


u(x, t) = (ct) 3 Ay), y = AVE 


(5.48) 


La dimension de la solution est celle de la condition initiale Dirac : elle est en m—!. 


Lapproximation du Dirac dans le schéma consiste à prendre une condition initiale 
h! dans la maille 0. Le caractère conservatif du schéma est préservé par la solution 
de l'équation équivalente, on vérifie en effet que : 


+00 +00 
J u(x, t)dx = / Ai(y)dy = 1 


Pour y grand, la fonction d’Airy peut être approchée par le premier terme de 
son développement asymptotique, comme détaillé dans le chapitre 11 de l’Appen- 
dice. En reportant ce développement dans (5.48), on obtient respectivement, pour 


y > 0 (y < 0), (5.49) et (5.50) 


1 = 2 3 
u(x, t) © ie |y] ug exp (- E PE — *)) (5.49) 


101 


102 


Analyse quantitative des schémas numériques 


1 = 3 
u(x, t) © r |y] 1/4 cos (5 ly]? — z) (5.50) 


Les formules explicites approchées (5.49) et (5.50), valides pour | z| grand, montrent 
respectivement une décroissance monotone de la solution pour x > at et une décrois- 


-1/4 0 a , as 
sance en | y| des oscillations de la solution si x < at. Les résultats sont présentés 
pour la fonction de Green sur la figure 5.16. La conclusion est que l'accord est bon du 
côté monotone, mais n’est pas satisfaisant du côté oscillant : les oscillations sont plus 
amorties que ne le prévoit l’équation équivalente à 1 terme, ce qui était prévisible, 
puisqu'elle néglige la dissipation du schéma. 


--- schéma Lax-Wendroff 
senate Eq. Eq. 1 terme 


Fig. 5.16 Solution du schéma vs. équation équivalente à 1 terme. 


Pour la prendre en compte, il faut intégrer cet effet dans l'équation équivalente, ie. 
utiliser l’équation équivalente à deux termes. 


Solution de l'équation équivalente à deux termes 


Léquation équivalente à deux termes (5.47) s'écrit 


ua) da 
tu aoxu = 3 3x U 4 4x U 


Schémas pour l'équation d’advection 


Par transformation de Fourier sur la variable d'espace, on obtient l’équation diffé- 
rentielle en temps et sa condition initiale 


Je d a Ye 
IT = (ika + iE =F \we0 Rk, 0) = 1 
3 4 
dont la solution s'écrit 


d 
7 = exp (tar + iS hr — oH) 


Par transformation inverse, on obtient approximation (5.51) de la fonction de Green 
G£EE2 du schéma par l’équation équivalente à deux termes 


Cae a hea ee E (5.51) 
ER = oe exp | ik(x — at A pog À 


Ger? s'exprime à l’aide d’une généralisation de la fonction d’Airy, appelée fonction 
d’Airy dissipative (présentée plus en détail dans le chapitre 11) 


AB (y) = 7 (x TEDE 
1 Pr) E try a 2 


En posant k’ = (ct)! k, Gepa devient 


1 + = k? d 
GEE2 = zorl exp (x (x at) Fe jo e) dk 


In(ct)'/3 Jo (ct) 1/3 3 kela) 
Garr = (ct) PAP (y), y= LT, b= =a (5.52) 
ae Ce c(ct)!/3 | 


Le coefficient 6 décroît en #- 1/3 : le schéma reste en pratique dissipatif, même aux 
temps longs. Une approximation, valide sauf au voisinage du front, peut être obtenue 
par la méthode du col. Les points col vérifient 


d . ic 3 d 4 E 
(4-0 + Se t— 7k r)=0 
qui est une équation de degré 3 

idk? t + etk? +x — at =0 (5.53) 


Ses racines peuvent être approchées par perturbation. Pour x > at, k = +i = + 


€. En reportant cette approximation dans (5.53), on obtient 
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Les points col restent imaginaires purs, la solution est peu modifiée par rapport à celle 
obtenue dans le paragraphe précédent. Par contre, pour x < at, ils acquièrent une 
partie imaginaire, et la phase aux points col iky + jE bki a maintenant une partie 
réelle négative. Les oscillations de la solution de l'équation équivalente à un terme, 


—1/4 3 . : . 
en | z| "4 cos G | yl ? — ©), sont donc maintenant amorties exponentiellement. 


Comme on peut le voir sur la figure 5.17, l'accord aux temps longs entre la fonction de 
Green du schéma et celle de l’équation équivalente à 2 termes est, comme prévu, bon. 
Lamortissement introduit par le terme de dissipation d’ordre 4 rend bien compte de la 
décroissance des oscillations. L'accord est meilleur près que loin du front. Léquation 
équivalente, même à deux termes, perd donc en précision, comme attendu, quand 
on s'éloigne du front. 


--- schéma Lax-Wendroff 
ss Eq. Eq. 2 termes 


Fig 5.17 Fonction de Green, schéma vs. EE à 2 termes. 


La solution s'exprime à l’aide d’une fonction d’Airy dissipative moins connue que 
la fonction d’Airy usuelle. Il faut la calculer, ou lapprocher : des méthodes sont 
proposées dans la section 11.1 consacrée à ces fonctions. 


Schémas pour l'équation d’advection 


Conclusion sur le schéma de Lax-Wendroff 


Nous avons obtenu, par méthode opératorielle ou par analyse de Fourier, une re- 
présentation exacte sous forme intégrale de la fonction de Green du schéma de 
Lax-Wendroff, et diverses approximations de cette solution. 


La plus simple des approximations consiste à utiliser la méthode de l’équation équi- 
valente à un terme. Dans la mesure où la dissipation n’est pas présente, cette méthode 
ne peut pas fournir une approximation précise de la fonction de Green du schéma. 
Elle rend toutefois compte de la décroissance monotone pour x > at et de la décrois- 
sance avec oscillations pour x < at. La largeur caractéristique du front croît en #!/3. 
On s'attend, compte tenu des approximations, à des résultats valides seulement au 
voisinage de x = at. L'accord est effectivement correct dans ce voisinage. La position 
et amplitude des premières oscillations sont bien prédites, mais l’accord se dégrade 
quand on s'éloigne du front. 


Une approximation plus précise, convergeant vers la solution du schéma aux temps 
longs, consiste à prendre en compte le second terme dans l’équation équivalente. 
La solution est alors exprimée à l’aide d’une fonction d’Airy dissipative. Comme 
attendu, l’accord est amélioré, en particulier sur |’amortissement des oscillations. 


D'un point de vue pratique, le schéma, grâce à sa dissipation d’ordre 4, s'affranchit 
d’une partie des artéfacts du schéma saute-mouton, en particulier la propagation sans 
atténuation de modes haute fréquence. Les oscillations générées par les discontinui- 
tés acquièrent un amortissement exponentiel. Enfin, il n’y a pas de mode parasite, 
puisque le schéma est à un pas. Il peut donc être utilisé même pour des solutions peu 
régulières, en gardant en mémoire que des artéfacts d’ampleur limitée, précisément 
quantifiés dans cette section pour une condition initiale u? = 5°, seront présents. 


Analysons un autre schéma de Strang, d'ordre 2, comme le schéma de Lax-Wendroff, 
mais avec un stencil différent. 


DED Le schéma de Beam-Warming 


Comme expliqué dans le chapitre 10 de l’Appendice, le schéma de Strang S$ est 
construit en développant à l’ordre » l'expression 


ex = a + (e7? — 1)) 7H ohx 


Le nombre entier s permet de décaler le schéma vers la droite. Lax-Wendroff est le 
schéma S}. Le schéma SL est dit de Beam-Warming. Il est obtenu en développant à 


Pordre 2 (1 + (e74 — 1))7, soit 


a+ D) = 54 1)(4—2)— 4 (q 2) ete 4 IE ah + 
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Ce schéma s'écrit donc, sous forme opératorielle 


1 — 1 
eig- Wg D—4(g— De + PP (5,54) 


d’où son expression explicite 


a 1 7 n 1l n 
u = 5l- D- Du — qla- 2) ua 5a Di 


Son stencil est décalé d’un pas vers amont par rapport à celui du schéma de Lax- 
Wendroff. Calculons le développement du logarithme de son facteur d'amplification 
(5.54) écrit sous forme opératorielle 


1 — 1 
In Gu 1)(9—2)— q4 (q 2) eh g 42 emama) 


1 
= —qh 4 zala 1) (q — 2) a2 + O(s‘) (5.55) 
(5.55) conduit à l'équation équivalente à un terme 


ðu + ad,u = (q — 1) (4 — 2) I ay (5.56) 


Ola 


Rappelons celle (5.46) de Lax-Wendroff 


ðu + aðyu = (4° — 1) p 35 


a 
6 
Si g < 1, le signe du terme de dispersion, ou de la constante C2, est positif 
dans un cas, négatif dans l’autre. En effet, ŒQ = 2 (g — 1) < 0 pour LW, 
G = £(q-1)(q—2) > 0 pour BW. Notons que, si g > 1, le terme de dis- 
persion redevient positif. Pour g = 1, le schéma devient di = UP Le, il est 
exact, comme l’upwind et le Lax-Wendroff pour cette même valeur de g. Le coeffi- 
cient du terme de dissipation d’ordre 4 est obtenu en développant à un ordre de plus 
et vaut 


p? 
-740 m ET) (5.57) 


Il est négatif si g < 2, ce qui permet de retrouver la limite de stabilité du schéma. 
À noter que les dix premiers termes de l'équation équivalente de ce schéma ont été 
récemment calculés par méthode récursive [15,16]. 


Schémas pour l'équation d’advection 


5.6.1 Analyse du schéma 


Présentons maintenant quelques résultats pour Beam-Warming. Léquation équiva- 
lente à un terme s'écrit maintenant 


du + a8,u = Sse (5.58) 


avec ¢ = $ (4° — 3q + 2) A’. La fonction de Green se calcule exactement comme 


dans le cas de Lax-Wendroff. En appliquant la transformation de Fourier à (5.58) et 
à la condition initiale u(x, 0) = ô(x), on obtient 


spe (te = ae) =D t=] 


dont la solution s'écrit 
A ; Le 
T = exp | —ikat — i= kt 
3 
et, par transformation inverse, la fonction de Green de PEE à un terme s'écrit 


Gres t) = (et) V3 Ai( = y),y = SE 

(ct)! [3 
Considérons le cas g < 1. On reconnaît la fonction d’Airy, mais avec un argument 
de signe opposé a celui obtenu pour Lax-Wendroff. Les résultats se déduisent de 
ceux du schéma de Lax-Wendroff, en changeant le signe de argument. On obtient 
maintenant une croissance monotone de la solution pour x < at et une décroissance 
avec oscillations de la solution pour x > at. 


Le deuxième terme de l’équation équivalente est dissipatif pour g < 2. Comme pour 
le schéma de Lax-Wendroff, la limite de stabilité est prédite par le signe de ce terme. 
Le schéma a une plage de stabilité 0 < g < 2 deux fois plus étendue que celle du 
Lax-Wendroff. 


La figure 5.18 (resp. 5.19) compare la fonction de Green du schéma à celle de 
l'équation équivalente à un (resp. deux) terme(s). Comme pour le schéma de LW, 
il est nécessaire d’utiliser PEE à 2 termes pour prédire la solution du schéma. La 
différence essentielle est que (si g < 1), les oscillations sont pour le schéma de BW, 
devant le front, alors qu’elles sont à l’arrière pour le schéma de LW. Le rapport des 


termes de dissipation d’ordre 4 des deux schémas vaut = : BW dissipe plus (resp. 
moins) que LW pour q < 2 (resp. q> à. 


Nous présentons, en vue de leur utilisation dans la section suivante, les résultats pour 
la marche descendante pour les 2 schémas, comparés à leur EE à un et à 2 termes. Le 
nombre de Courant est 1/2 dans les deux cas, si bien que les schémas ont la même 
dispersion et la même dissipation. 
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— schéma Beam-Warming 
DS Eq. Eq. 1 terme 


i --- schéma Beam-Warming 
pi E Eq. Eq. 2 termes 


Fig. 5.19 Fonction de Green, schéma vs. EE à 2 termes. 
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Propagation de fronts avec des schémas 
d'ordre 2 dissipatifs 


Nous entendons, par propagation de fronts, l’advection d’une condition initiale 
marche descendante, i.e. la CI u(x, 0) = H(— x). 


5.7.1 Artéfacts des schémas linéaires 
pour une condition initiale marche 


Comme visible sur les figures 5.20 et 5.21, les schémas LW et BW génèrent des 
oscillations parasites. C’est une illustration et une quantification du théorème de 
Godunov, qui montre que tout schéma linéaire monotone est d’ordre nominal 1. La 
norme Z? de l'erreur est principalement due à ces oscillations et se comporte comme 


leur échelle spatiale, en (4 (1 — 4°) A? e)” ° Lordre de ces schémas en norme Z! 


sur la condition initiale marche est donc seulement de 2/3. En norme L® ils ne 
convergent pas. 


Nous nous plaçons dans l’approximation de l’équation équivalente à un terme pour 
obtenir des résultats explicites simples. La solution peut être exprimée comme convo- 
lution de la condition initiale avec la fonction de Green 


u(x, n= | H(—x+7)G(, day = | cgo =1- f G(y',t)dy 


soit à l’aide d’une primitive PAi de Ai(x) pour le schéma de Lax-Wendroff, ou de 
Ai(— x) pour le schéma de Beam-Warming. Plus précisément, pour le schéma de 
Lax-Wendroff 


u(x, t) = Gal 


x 


OO 


OO 
Aill — at)/(ct)!/3) dx! = / Ai(y)dy (5.59) 
(x'—at)/ (ct) 1/3 
où c = $ (1 — q’) A’. Les primitives de Ai(x) ont été étudiées, on connaît notam- 
ment leurs développements asymptotiques pour 


x 1 1 2 
— 00: | Ai(x’)\d’ ~ = — ——— =n m) 
= [ oe 3 2fmx3/4 op ( Be 


donnés dans [1, chapitre 11] (formule 10.4.82), ou retrouvés par la méthode du col 
(chapitre 12). La solution en pied de marche est donc monotone. Mais, en haut de 
la marche, des oscillations apparaissent, comme illustré sur la figure 5.19. 

x —X 
Comme j! Ai(—x')dx' = — Ai(t)dt, on obtient le comportement de la 


0 0 
solution pour x < 0 grand en valeur absolue, soit, pour la marche descendante, à 
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— schéma Beam-Warming 
D Eq. Eq. 1 terme 


Fig. 5.20, Solution du schéma BW vs. équation équivalente à 1 terme sur une marche 
descendante. 


— schéma Lax-Wendroff 
sers Eq. Eq. 2 termes 


Fig.5.21 Solution du schéma vs. équation équivalente à 2 termes sur une marche 
descendante. 


Schémas pour l'équation d’advection 


gauche et assez loin du front. Pour le schéma de Beam-Warming, le comportement 
est inversé. La solution est monotone en haut de la marche, mais des oscillations 
apparaissent en pied de marche, comme illustré sur la figure 5.20. La solution explicite 
du schéma s'écrit 


u(x,t) = J Ai(— y)dy avec c = £ (4° — 3q + 2) p2 (5.60) 
¢ 


x/—at)/(ct)1/3 


Caractérisons quelques points remarquables sur les profils de marche obtenus avec 
Péquation équivalente à un terme. Pour le schéma de Lax-Wendroff, les maxima 
locaux en la variable y sont, dans l’approximation de léquation équivalente à un 
terme, aux points où la dérivée s’'annule, soit aux zéros, tous négatifs de la fonction 
d’Airy. Le maximum absolu est obtenu pour le plus petit zéro z en valeur absolue 
de la fonction d’Airy, qui vaut environ —2,23. Il génère un maximum au-dessus de 
1 (donc pas de convergence Z®), qui vaut approximativement 1,275. À partir de 
ce point, le profil est monotone décroissant, et présente un point d’inflexion pour 
le plus petit zéro z en valeur absolue de la dérivée de la fonction d’Airy, qui vaut 


OO 
environ — 1,02. Au point y = 0, la solution vaut #(0, +) = i Ai(y)dy = 1/3. 
0 


Pour le schéma de Beam-Warming, le profil est monotone décroissant jusqu’au plus 
petit zéro de la fonction d’Airy de —y, soit environ +2,23, où il atteint son minimum 
absolu à environ —0,275, le point d’inflexion est à y = —z = +1,02. Au point 
y = 0, la solution vaut, d’après (5.60) 


O0 OO 0 
u(O, t) = i Ai(—y)dy = -f Ai(y’) dy’ — J Ai(y’) dy’ = 2/3 
0 O0 


Ces résultats sont approximatifs, et peu précis du côté présentant des oscillations 
pour lequel il faut prendre en compte, comme illustré dans la section précédente, le 
terme de dissipation dans l’équation équivalente. Ils vont toutefois nous guider pour 
comprendre comment obtenir des profils monotones. En effet, l'équation équivalente 
à un terme est une approximation acceptable de la solution de ces schémas pour une 
condition initiale marche du côté monotone. 


5.7.2 Comment obtenir des profils monotones ? 


Aucun des deux schémas étudiés ne présente un profil monotone. Pour obtenir un tel 
profil, il faut sélectionner le schéma approprié, comme expliqué par Banks et al. dans 
[2]. Les schémas de Lax-Wendroff et de Beam-Warming peuvent être réinterprétés 
de la manière suivante. La solution est reconstruite à l’aide de fonctions linéaires par 
morceaux, caractérisées, dans chaque maille, par leur moyenne et leur pente. Le profil 
est ensuite advecté, ce qui conduit à un résultat linéaire par morceaux : la valeur dans 
la maille est calculée en prenant la moyenne. 
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Le schéma est déterminé par le choix de la pente p; dans la maille j. Le choix 


de la pente aval a conduit au schéma de Lax-Wendroff, celui de la pente 


amont a au schéma de Beam-Warming. Un profil monotone pour la marche 
descendante peut s obtenir en sélectionnant le schéma approprié. Pour Lax-Wendroff, 
le profil est monotone pour y > zı © —1,02, pour Beam-Warming il l’est pour 
y<—a © +1,02. 


L'idée est de choisir la pente aval si elle croît, że. si uj41 — uj > uj — uj-1, la 

pente amont si elle décroît, że. si wj}1 — uj < u; — uj—1. Le choix est réalisé par 
NS : X ne ; Uj—üj—1 Uj+ı— üj Med Le mn te 

le limiteur min mod, Le. pj = min mod (==. = ainsi défini : si ab > 

0, min mod (a, b) = a si |a| < |b], bsi |b] < |a|, si ab < 0, min mod (a, b) = 0. 

En somme, ce limiteur choisit la pente la plus petite en module, si elles sont de même 

signe. Pour la marche descendante, il sélectionne le schéma de BW sur le haut de la 

marche, si uj+1 — 4j < uj — uj-1, Le. uj+1 — 2uj + uj_1 < 0, le schéma de LW sur 

le bas de la marche, że. si u41 — uj > uj — uj—1, ie. uj+1 — 2uj + uj—ı > 0. 

En langage équation équivalente, la dérivée de la pente est la dérivée seconde (appro- 


p uj+1—2uj+uj—ı 
chée par ———-—— 


) de la solution : une dérivée seconde positive (resp. négative) 
demande de choisir le schéma de Lax-Wendroff (resp. de Beam-Warming). Léquation 
équivalente vérifiée par le schéma sera donc celle de Beam-Warming pour 0,44 < 0, 
celle de Lax-Wendroff pour 0, > 0. En somme, l'équation équivalente (à un terme) 
au schéma composite défini par les règles ci-dessus est : 


oru + a0,u = set, c= (4° — 3q + 2) H si Oxy < 0 


DIR 


ðu + adçu = dx c= (1 — 4”) h si Out > 0 


DIR 


Construisons une solution de cette équation, à partir des solutions autosimilaires 
obtenues plus haut. Plaçons-nous dans le cas simple où les coefficients de dispersion 
c des deux schémas sont les mêmes en valeur absolue, soit à g = 1/2, c= ep. 


ð u + adçu = Sse Si Oxy < 0 (5.61) 


ERIE — dat si a > 0 (5.62) 


Postulons, suivant [2], que la solution de l’équation équivalente est autosimilaire 
q a q q 
i= . . 27 D 
par morceaux, de la forme UT z). Introduisant cette expression dans l’équation 


(5.61), on obtient l'équation différentielle = u = u, soit 
q (ct) 73 
u(y) ps y) = 0 


u' vérifie l'équation d’Airy, les solutions bornées sont de la forme 
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u = DAi(—y),u = C + DPAi(— y) 


Pour l’équation équivalente (5.62), les solutions sont de la forme 
u = D'Ai(y), u= C' + D'PAi(y) 


On obtient donc des solutions locales en termes de primitives de la fonction d’Airy. Il 
faut maintenant les raccorder, et pour cela, définir un point de raccordement. Dans le 
cas considéré dans ce paragraphe, par symétrie, il est en y = 0. Le cas d’un q # 1/2, 
pour lequel nous renvoyons à [2], demande de déterminer numériquement ce point. 
Choisissons comme solution u 


CO 
— pour y < 0: u = C + pf Ai(—2z)dz 
J 
CO 
— pour y > 0: u = C' + Df Ai(z)dz 
I 
CO CO 
La continuité en 0 impose C + pf Ai(— z)dz = C' + pf Ai(z)dz, soit 
0 0 
C+ 4D = 3D’. Celle de la dérivée demande DAi(0) = D'Ai(0), i.e. D = D'. De 
CO 
plus, u doit tendre vers 1 pour y — —on, soit c+p| Ai(—z)dz = C+D=1 
—00 


et doit tendre vers 0 pour y > +00, soit C’ = 0. Au final, C, D vérifient le système 
C+ iD = 0, C + D = 1, dont la solution est C = —}, D = 3. La solution 
approchée du schéma s'écrit donc 


dE TR. F7 . 
u=—- +> Ai(—z)dz = 1 — = Ai(z)dz si y <0 (5.63) 
2 2 y 2 -y 
3 OO 
“= | Ai(z)dz si y > 0 (5.64) 
2 vg 
u est continue en 0, #(0) = 2, ainsi que sa dérivée (0) = — + Ai(0), la dérivée 


seconde est discontinue et vaut +34; (0). Cette solution correspond à celle de [2], 
formulée dans cette référence à l’aide d’une fonction hypergéométrique. Elle ne 
se réduit pas à une juxtaposition des solutions des schémas de départ, à cause du 
coefficient 3/2. Elle est comparée à la solution du schéma sur la figure 5.22. L'accord 
est globalement bon, avec toutefois un léger décalage entre les courbes, sans doute 
dû à l'utilisation de l’équation équivalente à un terme. Dans la mesure où le but de 
cette section est principalement d’expliquer aussi simplement que possible comment 
le limiteur min mod permet d’obtenir des profils monotones pour des conditions 
initiales marche, nous ne chercherons pas à obtenir une solution plus précise. 


Il est possible de déterminer l’ordre de ce schéma composite. L'erreur en norme L! 
est approchée par la même méthode que pour le schéma upwind (voir la discussion 
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— schéma Lax-Beam 
nn Eq. Eq. 1 terme 


Fig.5.22 Solution du schéma Beam-Warming avec min mod vs. équation équivalente 
à 1 terme sur une marche descendante. 


autour de (5.17)), en soustrayant de la solution (5.63)-(5.64) du schéma la solution 
de l’équation H (at — x). L'ordre obtenu est (comme pour les schémas de départ) 
égal à Z, au lieu de } pour le schéma upwind. Cet ordre un peu meilleur vient de 


1/3, avec c = ep, donc en 47/3, moindre que celui en 


l’étalement du profil en (ct) 
h\/? du schéma upwind. Mais il est inférieur, comme annoncé dans l'introduction, 


à l’ordre nominal du schéma, qui ne s'applique que pour des CI assez régulières. 


Remarque : ni les schémas de départ, ni le schéma composite ne convergent, pour 
la CI marche, en norme L°. C’est particulièrement évident pour les schémas de 
départ. Par exemple, LW génère un maximum qui, pour t — oo, tend vers un 
nombre proche de 1,275, comme expliqué au début de ce paragraphe. Mais c’est 
aussi vrai pour le schéma composite, puisque sa solution prend des valeurs comprises 
entre 0 et 1, alors que la solution exacte vaut soit 0, soit 1. 


SL: Conclusion sur les schémas d'ordre 2 
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Nous avons analysé différents types de schémas d’ordre 2. Le schéma saute-mouton, 
non dissipatif, convient bien pour les conditions initiales régulières, mais présente 
des artéfacts marqués pour les conditions initiales peu régulières : oscillations de 
dispersion peu amorties, et s’étendant donc à assez grande distance. Ce schéma a 
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de plus un mode parasite en version totalement discrétisée. Léquation équivalente 
ne prédit correctement le comportement du schéma, pour la fonction de Green ou 
pour une condition initiale marche, qu’au voisinage du front. Lapproximation de la 
solution exacte sous forme intégrale par la méthode de la phase stationnaire prédit 
correctement les oscillations de dispersion loin du front. 


Les schémas dissipatifs ont des artéfacts moins marqués. Les oscillations de dispersion 
sont toujours présentes, mais sont amorties par le terme de dissipation. La méthode 
de Péquation équivalente à deux termes prédit correctement le comportement de ces 
schémas. 


Une caractéristique de ces schémas d’ordre 2, pour la condition initiale marche, est 
leur comportement monotone en sommet ou en pied de marche, qui ne se retrouve 
pas aux ordres supérieurs. Le limiteur min mod en tire parti pour obtenir des profils 
monotones pour cette condition initiale. Cela explique en partie leur utilisation, 
associée à diverses techniques de limitation, de pente ou de flux, notamment en 
simulation des écoulements compressibles, où peuvent apparaître des chocs et des 
discontinuités de contact, dont une idéalisation est la marche. 


Une voie alternative, moins utilisée, consiste à monter en ordre. Nous présentons 
dans la section suivante l’analyse d’un schéma d’ordre 3. 


DE Schémas d'ordre 3 


Par la même méthode que celle utilisée pour les schémas d'ordre 2, nous pouvons 
obtenir des schémas de Strang (présentés dans le chapitre 10 de ľ’ Appendice) d'ordre 
3. Nous allons étudier celui dont le stencil est aux points {ÿ—2,j—1,jj+1},4e 
S. Il s'obtient en développant la même expression g = (1 + (e7 28x — 1))1H! eh? 
que pour le schéma de Lax-Wendroff mais à l’ordre 3, ce qui fournit 


2 
-1 
Si = IW + LID (he — 1)? eh 


1-¢ “el 
3 = iw + LD im, 4 SD 
1-7 meet 
yul > q l gtg AU Dah, (5.65) 


Sous forme opératorielle, le schéma s'écrit donc, d’après (5.65) et l'expression (5.39) 
du schéma de LW 


$ =-z4(1- D-2) ee + > (P — (4-2) 
2 2 
| ; (q + 1) (g — 2) ex + a D 2, (5.66) 


soit sous la forme 
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n+l qalq- D4- 2) n 4 1 n 


n 1 1 n 
its (9 Da- 2) 5.4 (a +1) (a — 2) itga -D 


L'analyse de Fourier permet bien sûr d'obtenir une représentation exacte de la solution 
du schéma, sous forme intégrale, mais elle est relativement compliquée. Nous nous 
limiterons donc à étudier le schéma par la méthode de l'équation équivalente. 


Équation équivalente 


Léquation équivalente est connue puisqu'il s’agit d’un schéma de Strang. Nous la 
redérivons à titre d’exercice en développant le logarithme du symbole (5.66) 


1 1 1 1 a 
In(Q) = In(—Zg(q? —3q+2)e™* +59 —g —sgtltsq(-g Ha) 


Pech =Dion 


6 9 
jí 4 4 3 2 5 
In (Q) = —hgis + 0 ( g +29 +49 —4)+ O(#) (5.67) 
Elle s écrit donc, selon (5.67) 
dru + adçu = = P } 29° Hg 2) dau (5.68) 
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Le premier terme de l'équation équivalente est un terme de dissipation d’ordre 4, avec 
le coefficient C3 = } (4—1) (4—2) (q+ 1) > 0 si g < 1. Léquation équivalente 
à un terme étant, ainsi que le schéma, dissipative pour g < 1, sa solution va être une 
bonne approximation de celle du schéma, sans condition sur les conditions initiales, 
donc y compris pour la fonction de Green. Notons au passage que la limite de stabilité 
q = lest bien prédite, mais que pour g > 2, C3 > 0, alors que le schéma est instable. 


Solution de l'équation équivalente à un terme 


La méthode de l’équation équivalente donne une approximation explicite de la fonc- 
tion de Green du schéma. Elle s'écrit, comme vu dans la section 4.3 du chapitre 4 
consacrée à cette méthode 


1 TOS x—at kí 
Gre (x, t) = —_— | exp ik i — £) dk 
27 (Gath) J- (Gap) E 4 


En notant y = PTT US GEEF 8 écrit 
1 +00 pr 
Gex t) = | exp | iky — — | dk (5.69) 
27 (Gath) —00 4 
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Le comportement de cette intégrale pour y assez grand peut être étudié par la méthode 
du col. Les points col vérifient 447 = iy. Il en existe donc 3. Pour y > 0,4, = 
ene Ce , hy = ei57/6 (iy? ,k3 = —i DS. Le contour de descente rapide 
pertinent se trouve dans le demi-plan supérieur et passe donc par kı, ky. La partie 
imaginaire non nulle de ces points conduit à une décroissance exponentielle des 
oscillations, qui sont donc amorties plus rapidement que pour le schéma d’ordre 2. 


Dans cette approximation, la fonction de Green du schéma est paire, la solution 
avec condition initiale marche est impaire, donc des oscillations sont présentes aussi 
bien pour x < 0 que pour x > 0. Cela était bien sûr attendu d’après le théorème de 
Godounov. 


La fonction spéciale qui permet de représenter la fonction de Green est une généra- 
lisation de la fonction d’Airy, que nous notons 


Ai (9) = =f exp | ky — 2 dk 
27 J- 4 


1 4 x — at 1 


— 1f | ———__], G = = (1-9) 2-9) (5.70) 
(Gath) (Gath) 3 A q ) q 


GEE(X t) = 


(5.70) est un cas particulier de la formule (4.48) de la première partie. À noter que 
cette fonction, ainsi que sa primitive, qui permet de décrire la solution du schéma 
pour des conditions initiales marche, a été tabulée ([8] de la première partie). C’est 
une des fonctions d’Airy généralisées présentées dans la section 11.2. La figure 5.23 
compare la fonction de Green du schémas à celle de équation équivalente à un 
terme. L'accord est, comme prévu, très satisfaisant. 


Il en va de même pour l’advection d’une marche, présentée sur la figure 5.24. Les 
oscillations parasites sont d’ampleur limitée, et conduisent respectivement, en som- 
met et en pied de marche, à une bosse et à un creux de faible amplitude, voisine de 
0,05, donc bien moins marqués que ceux des schémas d’ordre 2. 


On note toutefois sur la figure 5.23 une légère asymétrie dans la solution du 
schéma, alors que l’équation équivalente donne un résultat symétrique, puisque 
Ai(— y= Ait (y). Cette asymétrie pourrait être prise en compte en incluant le 
terme de dispersion quantique, mais nous ne poursuivrons pas dans cette voie, au vu 
de l’accord déjà satisfaisant. 


Conclusion 


Nous avons simulé pour le schéma de Strang d’ordre 3 S4 Padvection d’une condition 
initiale Dirac et d’une condition initiale marche descendante. La solution du schéma 
est, dans les deux cas, aux temps longs, en bon accord avec la solution de l’équation 
équivalente à un terme. Cette dernière s'exprime, pour la condition initiale Dirac, 
à Paide de la fonction 4⁄4, et, pour la condition initiale marche descendante, à 
Paide dune primitive de cette fonction. Les artéfacts sont de faible ampleur, mais 
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--- schéma d’ordre 3 
uses Eq. Eq. 1 terme 


Fig. 5.23. Fonction de Green du schéma sl comparée à celle de l'équation équivalente 
Gee. 


— schéma d’ordre 3 
side Eq. Eq. 1 terme 


Fig. 5.24 Advection d'une marche par le schéma si et approximation équation 
équivalente. 


Schémas pour l'équation d’advection 


la technique pour obtenir des profils monotones utilisée pour les schémas d’ordre 2 
repose sur la monotonie d’une partie du profil, qui ne se retrouve pas à l’ordre 3. Elle 
ne s'applique donc pas. L'accord entre la solution du schéma et son approximation 
par l'équation équivalente à un terme est satisfaisant. Nous poursuivons par l’analyse 
d'exemples de schémas d’ordre supérieur. 


DERI Schémas d'ordre supérieur 


Nous renvoyons au chapitre 10 pour une présentation des types de schémas d’ordre 
élevé analysés dans ce livre : schémas centrés, décalés et schémas de Strang. Du point 
de vue de son comportement, et de la méthode d’analyse adaptée, l'essentiel est de 
savoir si le schéma est dissipatif ou non. Dans le premier cas, l'équation équivalente 
est une bonne approximation, au moins aux temps longs. Dans le second, il faut 
utiliser l'analyse de Fourier. 


Les schémas centrés et décalés n’ont pas de dissipation : leur facteur d'amplification 
est de module unité. Les schémas décalés ont l’avantage d’une erreur de troncature 
moindre et de relations de dispersion plus favorables que celle des schémas centrés. 
Mais ces derniers sont plus simples à analyser, et permettent d'illustrer les artéfacts 
générés par ce type de schéma. Nous avons donc choisi d'étudier le schéma centré 
d’ordre 4, en version semi-discrétisée. 


Les schémas de Strang, en revanche, ont une discrétisation couplée espace temps, ce 
qui les rend particulièrement simples d'utilisation. Ils sont de plus dissipatifs. Nous 
illustrons les effets de la montée en ordre en analysant un schéma de Strang d’ordre 4 
et en présentant les fonctions de Green des schémas d’ordre impair de 3 à 11. Nous 
commençons pas les schémas sans dissipation. 


5.10.1 Schémas d'ordre élevé non dissipatifs 


Nous nous limitons aux schémas centrés en version semi-discrétisée, simples à 
analyser. 


Schéma centré d'ordre 4 
Il s'écrit 
2a uj+1- 4-1 a Uj+2-—Uj-2 


71 
7, T 7, (5.71) 


Ou; = — 


Dans l’espace réciproque, (5.71) devient 


97 = ASOR g eek pN 
NC Be en ou 


N 
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dont la solution est, pour uk, 0) =1 


3 dia sink  iasin2k 
RP D lo 


et par transformation de Fourier inverse, on obtient la fonction de Green du schéma 


1 7E J 4 1 
G,(t) = + | exp (= (= sink + G sin 24) + it) dk (5.72) 


Le développement du logarithme du facteur d’amplification, qui s'écrit 


4iasink iasin2k a l as 7 


confirme que le schéma est bien d’ordre 4 sans dissipation. On anticipe donc que 
l'équation équivalente ne donnera une prédiction correcte qu’au voisinage du front 
en x = jh = at. La solution loin du front, qui fait intervenir des hautes fréquences 
spatiales, ne sera pas prédite avec précision. Écrivons toutefois la fonction de Green 
dans cette approximation 


i iY face l ais x — at 
GEE © =| (1544 t+1 7, +) dk 


Elle s'exprime, comme vu plus haut (partie I, (4.45)), en posant / = (CLR à 
l’aide de la fonction généralisée Ai 5, 


ER 16 f 1g. eo fla \ 
GEE er exp T” +z 7, Z7 l| dl 


és ha: oe x — at Le #3 
So NGH FA Be Koh 


La fonction de Green exacte s'écrit sous la forme (5.72), que nous réécrivons 


1 7 ) 4 1 ih 
G, = S Ee (sine + 5 sinze+ 22) dk 


La figure 5.25 compare ce résultat exact à une simulation : les deux courbes se 
superposent, si le calcul en Fourier est assez précis. L'accord entre Ggg et G, mest 
bon, comme pour tous les schémas non dissipatifs, qu’au voisinage du front, comme le 
montre la figure 5.26. L'équation équivalente sous-estime l’amplitude des oscillations 
loin du front. 


La vitesse de groupe du schéma est 
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— schéma d’ordre 4 
rene Fourier 


een Le 


Fig. 5.25 Fonction de Green 5.72 (calculée en Fourier) du schéma et simulation. 


— schéma d’ordre 4 
re Eq. Eq. 1 terme 


Fig. 5.26 Fonction de Green du schéma et de l'équation équivalente à 1 terme Ger. 


121 


122 


Analyse quantitative des schémas numériques 


d (4 1 1 4 8 k 
Ve = £ (Sain Z sine) Fig Oe Pe ee 3 sin’ 5. 


Le contact en k = 0, avec la vitesse de groupe de l'équation est d’ordre 4. Elle décroît 


à partir de k = 0, où elle vaut a, passe par 0 pour sint £ = à, générant un mode 


1 
stationnaire au nombre d’onde & = 2arcsin ((3)4). Elle devient négative et vaut 


5 a ZZ 2 CA . 5 
—3a en k = 7, générant un mode rétropropagatif à vitesse — 44. Rappelons que, 


pour le schéma centré d’ordre 2, la vitesse de groupe est vu, = a cos k et le mode 
rétropropagatif se propage à vitesse —a. La queue dispersive s’étend donc plus loin 
pour l’ordre 4 que pour l’ordre 2, comme visible sur la figure 5.25. 


Schémas centrés d'ordre supérieur à 4 


Les schémas centrés d’ordre élevé se comportent essentiellement comme le schéma 
d’ordre 4 que nous venons d'étudier. Leurs coefficients peuvent être, comme expli- 
qué dans l’Appendice, générés à un ordre arbitraire à l’aide du développement de 


Taylor de la fonction = Leur facteur d’amplification s'écrit, pour un schéma 
p—1 

d'ordre 2p Qz = + sin ky ay 2?"( sin £y2v olay = TČ- Lo =1 
v=0 


Leur vitesse de groupe 2 Qp s'exprime aussi explicitement. Le point essentiel est 
que, plus l’ordre du schéma est élevé, plus cette vitesse est proche de a dans un 
voisinage de & = 0, et même dans une bande de fréquences spatiales assez étendue 
autour de k = 0, mais plus elle s’en éloigne, et devient négative et grande en valeur 
absolue au voisinage de k = 7, ce qui crée une pollution haute fréquence de la 
solution. Le schéma d’ordre 6 a par exemple le stencil à 7 points ci-dessous 


_1,2 3 1 
h Ge — %j-1) — 20 Mit? — 4-2) + au — %j-3)) 


d’où la relation de dispersion et la vitesse de groupe, pour a = 1 


ET ce 1) a D 8 
o(k) = 5 sink Tac as 140" + O(k°) 


dw 3 3 1 1 
Eee Sos sat 10 94 = 1 — sont O(k) 
On voit sur la figure 5.27 que les vitesses de groupe des deux schémas sont, dans un 
voisinage assez large de k = 0, à quelques pourcents de celle de l’équation, et que 
celle du schéma d’ordre 6 en est plus proche. Mais elles s’en écartent fortement quand 
on se rapproche de k = x. Elles valent respectivement —3 et -H en k = x. La 


queue dispersive s'étend donc, pour le schéma ordre 6, jusqu’à — H ar, Le schéma 
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--- Ordre 4 
— Ordre 6 


k 


Fig. 5.27 Tracé de vg pour les schémas centrés d'ordre 4 et 6. 


L'ordre 6 présente donc les mêmes types d’artéfacts que le schéma d’ordre 4, mais ils 
sont encore plus marqués. 


Emploi des schémas d'ordre élevé non dissipatifs 


Les artéfacts de ces schémas très ocillatoires les rendent inadaptés aux conditions 
initiales peu régulières. Ils peuvent être utilisés pour des conditions initiales régulières, 
dont le spectre est rapidement décroissant. Ce point est illustré par [18], qui présente 
les résultats obtenus avec, comme conditions initiales, des gaussiennes de différentes 


2 | _1y2,2 
largeurs exp (— a7) dont la transformée de Fourier est 7° rho" Les 


sey Le à 12,42 | ee 
oscillations sont amorties en e~ 2 et deviennent négligeables pour o assez grand : 


c'est une illustration de la convergence de ces schémas pour ce type de conditions 
initiales. 

Pour utiliser ces schémas pour des simulations de solutions peu régulières, il est pré- 
férable de leur ajouter de la dissipation. C’est ce qui est proposé notamment dans 
Hip —24 tay) Uij9—2u;+u; 2 

J ot J + di J ot J + 


… avec des coefficients optimisés. Dans l’espace réciproque, elle 


[18], qui étudie une dissipation de la forme æ 
uj+3—2u;+uj;— 
a + 


induit un amortissement en d sin? (4) + à sin? (k) + d sin? (34) + … Les coef- 
ficients ont des signes alternés pour que l’amortissement soit monotone croissant, 
i.e. d'autant plus fort que la fréquence spatiale est plus grande, tout en amortissant 
le moins possible les modes de faible k. Une autre possibilité est d'employer des 
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schémas d’ordre élevé intrinsèquement dissipatifs, dont des exemples sont étudiés 
ci-aprés. 


5.10.2 Schémas d'ordre élevé dissipatifs 


Ce sont tous les schémas d’ordre impair, dont le terme principal de l’équation équi- 
valente est dissipatif, et les schémas d’ordre pair non centrés. 


Fonction de Green dans l'approximation équation équivalente 


Il est possible, comme expliqué dans lAppendice (chapitre 10), de concevoir des 
schémas d’ordre arbitraire, qui sont utiles en particulier pour réaliser des simulations 
précises avec un nombre raisonnable de mailles. Comme pour les schémas d’ordre 
2, l'équation équivalente ne fournit une approximation correcte pour des conditions 
initiales peu régulières que si elle intègre de la dissipation. Les fonctions de Green 
de ces schémas s'expriment, dans l’approximation de l’équation équivalente, à l’aide 
des fonctions d’Airy généralisées. 


Pour les schémas d’ordre impair 2p + 1, un terme suffit, comme pour l’ordre 3, et 
la fonction à calculer est ((4.48) première partie) 


5 2p+2 1 +00 i k+? a 
pry) = 2 | op (ity - 5) 


Pour les schémas d’ordre pair 2p, deux termes sont nécessaires, comme pour l’ordre 2, 
et la fonction a calculer est 


iL) 2p+1 2p+1 
(ik) k ) d 


APH Gy) = =f exp | iky — ———— -b 
27 J- 2p+1 2p +2 


Elle dépend du paramètre de dissipation b, qui décroît au cours du temps. 


Condition initiale marche 


Lapproximation par méthode du col de l’intégrale représentant la solution de Péqua- 
tion équivalente [3] montre que, plus le schéma est d’ordre élevé, plus les points col 
se rapprochent de l’axe réel, et moins les oscillations sont amorties. En particulier, 
l'absence d’oscillations (en sommet ou pied de marche, suivant le signe du terme de 
dispersion) qui permet, comme expliqué plus haut, de propager des marches avec 
des profils monotones se perd dès l’ordre 3. Le problème de limitation reste ouvert 
pour ces schémas. 


Outre leur efficacité, les schémas d’ordre 2p + 1 génèrent les fronts s’élargissant en 
t!/?P+2, ce qui permet, si l’ordre est assez grand, d’obtenir des fronts sur une ou 
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deux mailles. Del Pino ef al. [6] ont ainsi réalisé des simulations en acoustique avec 
un schéma de Strang d'ordre 17. Comme la complexité des formules augmente avec 
l’ordre, nous nous sommes limités à l'étude d’un schéma d’ordre 4, dû à Balakine. 


5.10.3 Un exemple de schéma dissipatif d'ordre 4 


Le schéma de Balakine s'écrit 


fib q 2 j i q 2 n 5 2 1 Á on 
wH = — EADH at EAU- a + 1-39 +59 


— Fa pa-@yut + E0- D- pui 673) 
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Sa fonction de Green ((4.10) première partie) s'écrit 


n 1 n ikj 
Gl == "Bw ei dk 


Le symbole QA) du schéma se déduit de (5.73) 


Qh = LA Pet pe + fat ga- ge #4 


24 
5 1 
a qi | 9) fu q)(& get La P2 q)?” 


Le schéma peut être obtenu en développant à son ordre (ici 4) la fonction générant 
le schéma de Strang S?, i.e. 


S? = (1+ (ei — 1) 262 (5.74) 


Développons la puissance dans (5.74) 


í 2 1 i 
DE DGSE pee Mt ) ehi 


i qt at Da (1 spa Ge — Dig -bÈ 


ER (5.75) 
— 1)" 


en développant l'expression (5.75), on obtient la forme opératorielle du schéma SŽ 


= aa 1) 4-3) zala 1) (2-4) Ak +3 (a -1) (2-4) 
(5.76) 


1 = ee z 
+24 (a+) (9-4) es + zala- 1) (9-2) (a+ Ne 
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Elle correspond à la définition (5.73) du schéma de Balakine, qui est donc bien 
we Le symbole de l’équation équivalente à 2 termes est donc (voir Appendice, 
section 10.1) 
5 5 Be 
La ee 
i(—1)*a2,4( 5 1q ra 


Rappelons la définition de a2 4 


1 
02,4 = 340 + g)(1 + g)g(q — 1)(g — 2) 


d’où les coefficients (10.12) et (10.13) des deux premiers termes de l'équation 
équivalente 


Ces résultats figurent aussi dans [BB]. La fonction de Green s'écrit, dans l’approxi- 
mation équation équivalente à un terme 


1 ft% 1 
GEE (x, t) = =| exp (xo — at) + Gus) dk 


Posant 4’ = (Caah) ” k 


1 TS x — at 1 
Gee (x, t) = a | exp À ie’ ———~ + zik? ] dk' 
27 (Cyarh4)'”° —00 (Cath) 5 


Donc, dans cette approximation 


1 5 x — at 


Geri = —————- A? (M) 
Em oaan (Ga)® 


(5.77) 


Mais, pour approcher correctement la fonction de Green du schéma, léquation 
équivalente doit inclure le terme de dissipation, donc être à deux termes, ce qui 
donne 


1 29 1 1 
Gee2(% t) = 5 J exp (xo — at) + PUS LAS =G ais) dk 
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cen 1 ia yt at 
EE2(%, t) = ——————= exp | ik ————_- 
2x (Cath) —0o (Cyarh4)' 


Los 1 5 HOP ay ot 
+3’ — = Oath (Caah) B®) dk 


Le terme de dissipation a pour coefficient 


5 = 
= B aa 5 = abba $p“ E 7 175 = (=) G 
(Cyath#)6/ (c)° 


1 
Il décroît lentement, en #5 : les oscillations sont amorties, même après un grand 
nombre de pas de temps. La fonction spéciale représentant Ggg2 est une fonction 
d’Airy d'ordre 5 dissipative 


x — at 


_ 4\ 5,4 
GEF (x, t) = (Crash ) Ai Terany P 


(5.78) 


+00 
Rappelons sa définition : 45°*4(y) = +f exp (iky + Eik’ — dÉydk. La figure 


—=00 
5.28 compare la solution du schéma à celle de l’équation équivalente à deux termes 
Ger? : l'accord est globalement, mais se dégrade quand on s'éloigne du front, comme 
pour les schémas d’ordre 2. 


— schéma Balakine 
betes Eq. Eq. 2 termes 


Fig. 5.28 Fonction de Green du schéma de Balakine et de l'équation équivalente à 
deux termes. 
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5.10.4 Schémas de Strang d'ordre impair 


La fonction de Green d’un schéma de Strang d’ordre impair 2p — 1 est approximable 
aux temps longs par la formule 


_1\—1/2 4 X — at 
GEE1 (x, t) = (Cp-iath? 1) / P Aj? (=) (5.79) 
2p— athe 


La figure 5.29 compare les fonctions d’Airy 452? pour p = 2,3, 4, 5, 6. Les oscilla- 
tions deviennent plus marquées quand l’ordre du schéma croît. En effet, les points 
col se rapprochent de laxe réel, ce qui conduit à diminuer l’amortissement des os- 
cillations, comme évoqué à la fin de la sous-section précédente. Monter en ordre 
permet, pour des conditions initiales marche, de réduire l’étalement du front, mais 
au prix d’oscillations un peu plus marquées. 


Fonction de Green approchée des schémas de Strang d'ordre 3, 5, 7, 9 et 
11 par l'équation équivalente à un terme. 


5.10.5 Conclusion sur les schémas d'ordre élevé 


Nous avons étudié des schémas d’ordre élevé, dissipatifs ou non. Leur intérêt mest 
pas seulement théorique. Ils sont employés quand une solution précise est nécessaire : 
diffraction des ondes par des structures grandes en termes de longueur d’onde, aé- 
rodynamique, simulation directe d’écoulements (où la viscosité numérique doit être 
plus faible que la viscosité physique) par exemple, mais pour des conditions initiales 
régulières. Les schémas non dissipatifs sont affectés d’artéfacts très marqués pour 
des conditions initiales non régulières. En particulier, leur fonction de Green pré- 
sente une longue queue dispersive, non reproduite par l'équation équivalente. Il est 
donc préférable d’utiliser des schémas dissipatifs, comme les schémas de Strang. La 
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fonction de Green des schémas d’ordre impair, dont le premier terme de l’équation 
équivalente est dissipatif, est correctement prédite, aux temps longs, par l’équation 
équivalente à un terme. Celles des schémas de Strang d’ ordre pair doit en revanche être 
approchée en utilisant l'équation équivalente à deux termes, intégrant la dissipation. 


PERE Conclusion sur les schémas 


pour l'advection 1D 


Nous avons passé en revue et analysé différents schémas discrétisant l’équation d’ad- 
vection en 1D. Pour le schéma upwind, schéma d’ordre 1 très utilisé, la fonction de 
Green exacte a une expression simple si le maillage est uniforme. Cela permet, par 
comparaison avec celles des méthodes approchées, de bien en cerner les limites de 
validité. L'équation équivalente donne de bons résultats pour ce schéma diffusif. La 
diffusion, inhérente à tout schéma d’ordre 1, étale les discontinuités. 


Les schémas d’ordre 2 non dissipatifs, donc sans diffusion, sont moins affectés par 
ce défaut, mais génèrent des oscillations pour des conditions initiales non régulières. 
L'analyse de Fourier fournit des solutions exactes sous forme intégrale, approximables 
par la méthode de la phase stationnaire. L’équation équivalente ne donne de bons 
résultats que dans les zones où les composantes haute fréquence spatiale sont peu 
importantes, soit près de x = at. Ces schémas, à cause de leurs artéfacts, sont surtout 
adaptés aux conditions initiales régulières. 


Léquation équivalente à deux termes rend bien compte du comportement des sché- 
mas d'ordre 2 dissipatifs. Les oscillations qu’ils générent sont moins importantes que 
pour les schémas d’ordre non dissipatifs, et peuvent être dans le cas de la condition 
initiale marche, supprimées, en utilisant des limiteurs adaptés. Ils constituent donc 
une sorte d’optimum, ce qui explique leur utilisation intensive. 


Les schémas d’ordre 3 constituent un autre optimum. Leurs artéfacts sont de faible 
ampleur. Léquation équivalente à un terme rend bien compte de leur comportement. 
Par contre, la question des limiteurs reste à notre connaissance ouverte. 


Les schémas d’ordre supérieur à trois sans dissipation, par exemple les schémas cen- 
trés, génèrent des oscillations importantes, sur des zones étendues, mal rendues par 
l'équation équivalente. 


Les schémas de Strang, qui sont dissipatifs, sont moins affectés, particulièrement 
s'ils sont d'ordre impair. Le terme principal de leur équation équivalente, dissipatif, 
amortit en effet les oscillations. Ils sont bien approchés par leur équation équivalente 
à un terme. Les schémas de Strang d’ordre pair ont un terme principal de l’équation 
équivalente dispersif, donc des artéfacts plus marqués. Une prédiction précise de leur 
comportement demande d’utiliser l’équation équivalente à deux termes. Ces schémas 
élargissent d’autant moins les discontinuités, mais génèrent par contre des oscillations 
au voisinage des discontinuités d’autant moins amorties que leur ordre est élevé. En 
particulier, les schémas d’ordre élevé impair génèrent, comme le schéma d’ordre 3, des 
oscillations avec un amortissement exponentiel, mais cet amortissement décroit avec 
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l’ordre : aller au-dela de l’ordre 3 a l'avantage de raidir de front, mais l’inconvénient 
d’oscillations plus marquées. 


XP Schémas pour l'advection en 2D 
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Dans ce chapitre, nous nous sommes jusque-là focalisés sur les schémas 1D pour 
l’advection, à l'exception d’une courte incursion sur le 2D dans la section sur le 
schéma upwind. Nous traitons maintenant plus en détail l’équation d’advection 
en 2D. Nous étudierons en particulier les anisotropies induites par le maillage, en 
considérant une vitesse constante. Nous traiterons un cas où la solution exacte est 
connue, le schéma upwind sur maillage constitué de mailles carrées. 


51214 Schéma upwind sur maillage carré 


Dans la généralisation la plus immédiate du schéma 1D, il s'écrit, notant a et b les 
composantes respectives de la vitesse suivant x et y, supposées positives. 
n+1 n n n n n 
Ue — u u? — Uy. u — u 
m m m —1)m 1 (m—1) 
LT + + 20 (580) 
T 


(5.80) s'écrit sous forme barycentrique, posant g = T, r= a 


utl = (1— q- Ty + qu 1m + TU 1) 


jm 


Nous avons obtenu, dans la premiére partie, une solution exacte par méthode opé- 
ratorielle pour la fonction de Green, que nous rappelons 


a! PS ; n J+ m Ar. | 
n = n J m m— n J m m 
n= mn à LE i } ge 
(5.81) 


Approximation normale 


Rappelons l’approximation normale de la fonction de Green Gi, valide pour j © nq 
dans le cas 1D: 


_. .(n 1 G — nq)” 
G” = p” 0) eo - EP) (5.82) 
g j) /2mnpq 2npq 
Cette approximation coincide avec celle obtenue par la méthode de l'équation équi- 
valente. On peut obtenir le même type d’approximation pour j © ng, m © nr dans 
le cas 2D. Dans le cas de l’advection suivant une diagonale, pour j © ng, m © nq, 
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en remplaçant les coefficients binomiaux par leurs approximations normales 


: 2 
( piege ~ op ( — EEN 
i+ m 2/7 n(1 —2q)q 4n(1 — 2q)q 
j+m im. V2 2(m — (G + m)/2)? 
277 x —— exp ( — ———— 
m VTG +m) G+m) 
sy NE nuit 
VrG+m P 2G+m) 


et en reportant dans (5.82), on obtient 


P 1 1 à 2 -1 2 
Gin ~ —— =p -gzz (O + m= 2ng) (1 — 2q) +(m- j’) 
27 nq (1 = 24) 4 
(5.83) 
puis, en remplaçant dans (5.83) les indices j, m, n par leurs valeurs respectives 4, 4, + 
7 h 1 2 i 2 
6). = Fa (ty — 240) (1 — 2q) + (x — y)°) 
2x at,/ (1 — 24) a 


Cette expression est à comparer au résultat (5.84) obtenu ci-dessous par l’approxima- 
tion équation équivalente. Les deux expressions coincident, au facteur usuel #2 près. 
En somme, comme en 1D, approximation normale de la solution exacte et méthode 
de l’équation équivalente conduisent au même résultat. Nous allons maintenant 
détailler les étapes de l’approximation équation équivalente. 


Résolution par équation équivalente 


Léquation équivalente peut être déterminée par développement de Taylor, ou par 
méthode opératorielle. Le schéma s'écrit formellement. 


exp (T0;) = 1 + g(exp(— 43x) — 1) + r(exp(—hd,) — 1) (5.84) 


En développant dans (5.84) les exponentielles 


1 
exp (—hd,) — 1 = —hà, 4 5% 8: + Oh?) exp (—h,) — 1 


1 
= —hà, + à, + O(f) 


et on obtient, en reportant ces expressions dans (5.84) et en prenant le logarithme 
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1 1 
tð, = ln (1 — ghd, — rhð, + 54% ðs + 57) 
Par développement de Taylor de cette expression, on obtient 


1 1 1 1 
Tð, = —h(qdx + rdy) + 2 (5402 — (98x + ray) (54 + 7) + =r) +0 (+) 


soit le terme de diffusion 


a Ddw + >A r)d,, — abt ð 


Ce terme est anisotrope. Dans le cas d’une vitesse suivant la diagonale, la matrice de 


diffusion s écrit 
_a(l—q —q 
p= ( -q a 


avec comme valeurs propres 2, 4(1 — 2 ) et comme vecteurs propres respectifs 
pres 25 2 prop 


(1,—1), (1,1). Donc la diffusion est anisotrope, plus forte orthogonalement à la 
direction de propagation que selon cette direction. Léquation équivalente s écrit 


ah 
dru + ade + aðyu = (1 — QE + By) — 24955) 


XX 


Le changement de coordonnées X = lx +y),Y= lx — y) permet de l’écrire 


sous la forme 


h 
du + V2aðxu = Za — 24)9%x + ðfy)u 


La fonction de Green est une gaussienne de centre (at, at), avec la matrice de variance 
de léquation équivalente, soit 


G ze h o Tan a -207 (2 - Bat) + (252) 
pee 27 abt. /1 — 2q eP op 7 V2 í V2 


5.12.2 Schéma splitté 


Une diffusion plus isotrope peut être obtenue par splitting ou par correction de coin 
[19]. Le schéma s'écrit dans ce cas 


CHE =(1-q)(1 1) bin + g(1 1) U1) m + TA Duim- + AEG MD) 
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Il est aussi barycentrique. Une solution exacte peut aussi être obtenue par méthode 
opératorielle, mais elle s'exprime comme une somme de coefficients multinomiaux. 
Léquation équivalente peut être déterminée par développement de Taylor, ou par 
méthode opératorielle. Le schéma s'écrit formellement. 


exp (td) = (1 — g)(1 — r) + 4(1 — r) exp (—h0,) + r(1 — q)( exp (— hy) 
+ qr exp (—hd,) exp ( — hdy)) (5.86) 


Développons les exponentielles dans (5.86) 
exp (— 4d,) = 1 — 4d, + AU +0 (4°) ,exp (—/dy) 


1 
= 1— hà, + 5 8 + O(#) 


Q—-gd-—-7r+¢-—r)+r0 — g) + gr = 1, donc 
exp (T+) = 1 — ghdy — rhdy + D + sae + qrh?dxdy 
en développant le logarithme de cette expression, on obtient 
td, = —h (qd, + 7d,) 
Bf A os 1 1 las 
+h (re — (dx + ray) (57% + =) + 378 + rdd) + O(h) 


l a2, l a2 Sont oi 3 
TO, = 54% + 599: =ra t 5rd, + O (#) 


Léquation équivalente s'écrit donc 
ah 2 2 
qu + a0çu + adyu = à y + A ray) (5.87) 
Sa solution présente une anisotropie moins marquée, et devient même isotrope pour 
une advection suivant la diagonale. 


5.12.3 Fonctions de Green 


Pour comparaison de la solution du schéma à la solution de l’équation équivalente, 
nous utilisons la fonction de Green pour la diffusion anisotrope, caractérisée par une 
matrice de diffusion D, donnée par exemple dans Chang, Kang, et Chen [4] 


1 1 [x — x(t) 
SS — D`! 
47 |det D|! t i P( maa Gee) 
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Le centre (x(t), y(#)) est le point advecté, soit, par exemple, si on se place dans le 
cas d’une advection suivant la diagonale, (af, at). 


Se plaçant dans le repère tourné de 7/4, approximation équation équivalente de la 
solution est donc, dans le cas non splitté, où 


_æf1-290) 7512 a 
p= 4( 0 1):2 = 0 1 


a aoe _ —1 = 2 2 
| om (a 2q) (X V2at) +Y ))| 


et, dans le cas splitté 


1 1 
2 2 

— op (X — Var) + y?) 
27 aht(1 — q) 2aht(1 — q)? 
La figure 5.30 présente les fonctions de Green des deux schémas, en isocontours et 
niveaux de gris. Les isocontours sont elliptiques pour le schéma direct et circulaires 
pour le schéma splitté. En somme, le schéma splitté a, comme expliqué dans cette 
section, un comportement plus isotrope que le schéma direct. 


000 0 


Fig. 5.30 Advection suivant la diagonale, fonction de Green du schéma direct et du 
schéma splitté. 


5.12.4 Conclusion sur l'advection sur maillage carré 


Z 


La résolution de l’équation d’advection à vitesse constante sur maillage carré avec 
le schéma upwind conduit, comme en 1D, à introduire de la diffusion, en général 
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anisotrope. Elle peut se quantifier soit par approximation de la solution exacte du 
schéma, soit par la méthode de l'équation équivalente. La diffusion induite par le 
schéma direct est plus anisotrope que celle du schéma splitté, ce qui est quelque peu 
contre-intuitif. 


Nous poursuivrons cette partie consacrée aux applications en analysant quelques 
schémas discrétisant l’équation des ondes en 1D dans le chapitre 6 et en 2D dans le 
chapitre 7, puis celle de la chaleur dans le chapitre 8. Avant cela, nous présentons les 
références du chapitre 5. 


Le schéma upwind, très utilisé, est présenté dans la plupart des ouvrages consa- 
crés aux méthodes numériques, par exemple [13], une interprétation probabiliste 
est détaillée dans [5]. Ladvection d’une marche par un schéma non dissipatif 
(saute-mouton) est étudiée dans [1]. Les propriétés de ces schémas, notamment 
les bornes sur les solutions en norme Z? sont analysées d’un point de vue mathéma- 
tique dans [10]. Les schémas de Beam—Warming et de Lax-Wendroff sont analysécs 
à l’aide de l’équation équivalente dans [15, 16, 20] et leur combinaison pour obtenir 
des profils monotones pour l’advection d’une marche dans [2]. Les profils de chocs 
pour des schémas d'ordre élevé pour l'équation de Burgers sont prédits dans [3]. 
L'article [8] et les slides [7] de B. Després présentent les schémas de Strang d’un 
point de vue unifié. Le schéma de Balakine est un de ceux étudiés dans [24], cité en 
prèmiére partie. 


Le livre de B. Gustafsson [12] présente les méthodes d’ordre élevé (>2) de manière 
sytématique. Le rapport [9] analyse un ensemble de schémas d’ordre 3. Les cours en 
ligne [14, 19] présentent notamment l’advection sur maillage 2D. 
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DED Equation des ondes continue 


Comme l'équation d’advection, l'équation des ondes est hyperbolique, mais, alors 
que l'équation d’advection est d'ordre 1 en temps et en espace, l’équation des ondes 
est d’ordre 2. L'équation des ondes en 1D peut s’écrire soit comme un système 
ordre 1 
dru = adxv (6.1) 
d,v = adyu 


soit comme une équation unique, obtenue en éliminant v du système (6.1) ci-dessus, 
en dérivant en ¢ la première équation, en x la seconde. On obtient 


dyu = A xt U, Om = AO xx u 
ce qui implique 0,40 = d'u, soit l'équation des ondes (2.3). Considérons la 
différence d = u — v et la somme s = u + v des deux équations du système (6.1), 


on obtient le système 


0,4 + add = 0 
d,s — a0,s = 0 
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Donc d et s sont respectivement solutions d’une équation d’advection à vitesse a et 
— a. Cela justifie la dénomination « one way wave equation » utilisée pour l’équation 
d’advection. La solution du problème aux conditions initiales s'écrit 


d(x, t) = m(x — at) — w(x — at) 


s(x, t) = wo (x + at) + vo(x + at) 


soit pour # = t(s +d) 


1 1 
u(x, t) = A + at) + m(x — at)) 4 3 ole + ar) — vo(x — at)) 


On reconnaît la solution de d'Alembert de l’équation des ondes en 1D, avec condi- 
! 
tions initiales # sur la fonction et 4v, sur sa dérivée en temps. En effet 


u(x t) = = Go + at) — uy (x — at)) + = (ap (x + at) + u(x — at)) => u(x 0) = avg (x) 


Il est possible de discrétiser soit le système (6.1), soit l’équation (2.3), ce qui conduit 
a différentes méthodes numériques, dont quelques-unes sont analysées ci-dessous. 


IAD Schémas dérivés des schémas pour l'équation 
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Tous les schémas étudiés dans le chapitre précédent pour l'équation d’advection 
peuvent être utilisés directement pour le système des ondes, en les appliquant avec 
la vitesse a sur d = u — v et la vitesse —4 sur s = u + v. Les résultats obtenus 
pour l’ensemble des schémas étudiés dans le chapitre précédent se transposent donc 
immédiatement. Par exemple, le schéma upwind s'écrit sous forme système 


n+l _ n n 
d; = (1—1)d + nd" | 


n+1 n n 

sS. = (1 — n)s* — ns: 

sj ( n) ÿ — NS ya 

En appliquant les méthodes de la section 5.1 consacrée à ce schéma, on obtient 
aisément des solutions exactes ou approchées. Nous ne les présentons pas, par souci 
de concision. Nombre de schémas ont aussi été développés spécifiquement pour 
l'équation des ondes. Nous en étudions un des plus connus, le schéma de Yee. 


Schémas pour l'équation des ondes 1D 


UE Schéma de Yee en 1D 


6.3.1 Formulation du schéma pour le système 
des ondes 


Il a été proposé par S. Yee pour les équations de Maxwell. Il est décrit en détail 
dans le livre de Gustafson [12, chapitre 5], dont nous reprenons la présentation. Le 
schéma de Yee est un exemple de schéma décalé, dont la théorie est présentée dans 
lP Appendice sur les schémas d’ordre élevé. Le décalage en espace, qui consiste à définir 
certaines quantités aux centres des mailles, et d’autres aux cloisons, permet d'obtenir 
automatiquement l’ordre 2. Le décalage en temps suit la même idée en définissant 
certaines quantités aux temps entiers et d’autres aux temps demi-entiers. 


Le schéma de Yee définit ainsi # aux cloisons (indice j) et aux temps entiers 
(indice ), v aux centres des mailles (indice j + 5) et aux temps demi-entiers (indice 
n+ à). Il est donc d’ordre 2 en espace et en temps. Il s'écrit 


n+l oon n+1/2 _ n+1/2 n+1/2 _ n—1/2 non 
K “j PA Pr Vi+1/2 T Vj+1/2 Re 
i T) 
T h T h 
PAR 
Dans la première équation, les approximations de la dérivée temporelle ~—— et 
+22 +12 
de la dérivée spatiale ae sont en jf, n + 5. En développant u + — u? au 
point ¢ = (n + 1/2)t, on obtient 
ntl ma a aA n+1/2 , l 2, nti/2, 1 34  n+1/2 
Ti — u? = u: -Tru —T Oyu. — T 03¢u. 
u; uj = u, + zT? + go oe + 38° 73% 
n+1/2 1 n+1/2 l 24, n+1/2 1 n+1/2 
= (u4; / = Stem; / tizi bru / — Fer e 2) 4 (73) 
n+l n 
ue" —u 
J J Aight 2 2 2 2 
= ĝ,u; — T 03u o(T 
7 ttj + 54 ru; Hot) 
P ; 1/2 à ; 
donc une approximation d’ordre 2 de du [2 De même, en développant 


n+1/2 n+1/2 : _ à à 
Y41/2 T Yj—1/2 AU point x = jh, on obtient 


n+1/2 n+1/2 


v’ — v, 1 4 
rl Er EE 


La première équation de (6.2), que nous réécrivons 


” sy Paine = Pi 
hj ÿ =N (Y2 T Y-1/2)? 
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où n = 4, est donc une approximation consistantee à l’ordre 2 de l'équation 
continue d,u = 40, v. La seconde, qui s'écrit ves — ip: = nui = u’), est de 
même une approximation consistant à l’ordre 2 de l'équation continue 0,v = aðu. 
On notera que les premiers termes de l’erreur de troncature sont de nature dispersive, 
comme pour le schéma saute-mouton, dont dérive le schéma de Yee. Le schéma peut 
aussi s interpréter comme une discrétisation de l'équation des ondes, comme expliqué 
ci-dessous. 


6.3.2 Réinterprétation comme une discrétisation 
de l'équation des ondes 


Il est possible d’éliminer v des équations (6.2), en écrivant 


+1 n n n—1 n+1/2 n+1/2 n—1/2 n—1/2 
ath — at — (ut — atl) =n (ft — oh) - (ne - 2) 


= (ty 07) (ul = #21) 


et comme 
Li Do iW REX a. n+l _ gyn n—-1 
u: u; (u; u; ) u; u; + u; 
le schéma se réécrit sous la forme d’une seule équation aux différences partielles 


n+1 n —1 __,2 n 
up —2uf + u; =n (uha — 2u’ + uj) (6.3) 


On reconnaît au premier (resp. second) membre de (6.3) les approximations centrées 
d'ordre 2 des dérivées secondes temporelle (resp. spatiale) de #, donc de l'équation 
des ondes. 


Solution par Fourier 


En appliquant la transformée de Fourier semi-discrète sur l'indice spatial à l’équation 
(6.3), on obtient 


k\ = 
D og" LD = Aa? in? (5) z" (6.4) 


soit une équation aux différences, d'ordre 2 comme celle obtenue plus haut pour le 
schéma saute-mouton. Ses solutions sont une combinaison linéaire des puissances 
solutions de l’équation 


1 k 
g-2+-= —4n? sin? (5) 
£ 2 
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soit de 


8-2) - (en (5)) =0 


posant ./g = À, on obtient 
Re 
À + 2in sin 5 A-1=0 (6.5) 


et sa conjuguée 
Da er cf 
À — 27n sin 3 A-1=0 


On retrouve l’équation obtenue pour le schéma saute-mouton (section 5.3), ie. 
à? + 2in sin (k)A + 1 = 0 à la substitution $ > $ près. Léquation conjuguée 
correspond à la vitesse —a. Comme déjà noté, les schémas de Yee pour les ondes 
et saute-mouton pour ladvection sont en étroite correspondance. Léquation des 
ondes, qui se factorise en (0, + aðx)(ð;, — a0,)u = 0, a les vitesses ta, d’où les 
deux équations conjuguées. Le remplacement k —> £ vient de ce que le schéma 
de Yee est un schéma décalé, alors que le saute-mouton est centré (voir chapitre 
10). En posant comme pour le saute-mouton À = e~, l'équation (6.5) se réécrit 


sin (w) = n sin (4), qui a deux solutions 


k k 
@ = arcsin ¢ sin (5)) et Wp = T — arcsin (1 sin (5)) 


La seconde correspond au mode parasite observé sur le schéma saute-mouton. Mais 
ces deux solutions donnent la même solution de l'équation en g = 1? = e~7/”. Le 
schéma de Yee ne présente donc pas de mode parasite. La solution en Fourier s'écrit 


u"(h) = A(kye 20 + Bike?" 


En revenant à l’espace réel, on obtient 


1 m ee 1 T: DAT 
j= Ae?" otik jh + +f Be?” etik Jp 
J Qn = 27 TT 


Les coefficients sont déterminés par les conditions initiales. Comme le schéma est 
à 2 pas, il faut imposer ces conditions sur les pas de temps 0 et 1, ce qui s'écrit, en 
Fourier, 


u’ (k) = A+ B et u! (k) = Ae? + Be?” 


ce qui donne 
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La condition initiale non nulle sur a fonction et aie sur la dérivée en temps est 
simulée en imposant Abe = ni(k), A, B sont déterminés par w(k). Si cette 
quantité est réelle, B = A*. 

Tous les résultats de la section 5.3 sur le schéma saute-mouton se transposent direc- 
tement, notamment l’approximation équation équivalente, obtenue en développant 


en k = 0 l'argument —2ni arcsin (y sin (4)) + ijk de exponentielle de l’intégrande, 
soit 


—2 ni arcsin ¢ sin (5)) + ijk = i(k — nkn) + En (1-1 2) + o(k’) (6.6) 


X— at at 


Passons dans (6.6) aux variables continues kj — nkn = k 


: _[k T x— at i zat > 
= j + x _ — tf — 
2ni arcsin (nsa ($)) + 5e k 7 Tor 7, ( n ) 


Le premier terme de la solution équation équivalente s'écrit donc 


1 [7 x— at  i(l1—n”*) at 3 h [7 . 
a exp (a 7, + A 7, k? | dk a ere exp | k(x — at) 


Le résultat est analogue à approximation de la solution par la méthode de l’équation 
équivalente à un terme pour le schéma saute-mouton appliqué à l’équation d’advec- 
tion, mais le coefficient devant f° est 4 au lieu de 3. En effet, le schéma de Yee est un 
schéma décalé, d’où la substitution k > £ par rapport au schéma saute-mouton. Les 
bornes de l'intégrale tendent vers linfini quand 4 — 0. Posons c = ta (1 — 17) #2 


h x/h BB 
Ix al A exp (xo — at) + a) dk 
20 —7/h 


Le second terme donne un résultat similaire, au changement de signe près de la vitesse 
a. Dans lapproximation équation équivalente à un terme, pour une condition initiale 


u? = u = 5, w(k) = ul(k) = 1 


w —ink _ 
er = 1 e 1 1 
A = = x — Fe D , B = À* 
e2i® = e7 2io ein ein 2? 


Schémas pour l'équation des ondes 1D 


Remarque : A peut aussi s'écrire 


eio =f e2i® —] eio 
e710 — p—210 (e2 = e™ 2) (et + e~) e21® + 1 


Dans cette approximation, la fonction de Green du schéma s'exprime donc à Paide 
de deux fonctions d’Airy, 


EN h [x—at (x + at 
G X Taye (4 (=) ee (5) “2 


avec c = La (1 — n°) A*. Les résultats numériques obtenus pour la condition initiale 
u? = uj = 5 sont présentés sur la figure 6.1. 


eae Yee (fonction) 
— Eq. Eq. 


Fig.6.1 Fonction de Green du schéma de Yee comparé à son approximation équation 
équivalente. 


\ . 


Deux signaux identiques se propagent, l’un à vitesse 4, l’autre à vitesse —a. Au 
voisinage des fronts de propagation, en +az, ils sont correctement approchés par les 
fonctions d’Airy. Mais, cette approximation, comme dans le cas du schéma saute- 
mouton, sous-estime l’amplitude des oscillations de la solution du schéma quand on 
s'éloigne du front. Leur fréquence spatiale croît avec la distance au front. 
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6.3.3 Conclusion 


En une dimension, il est possible d'obtenir des approximations explicites des solu- 
tions des schémas discrétisant l’équation des ondes, en particulier de leurs fonctions 
de Green. Il n’y a pas en effet de nouveauté significative par rapport à l'équation 
d’advection. Nous nous sommes donc limités à l’exemple du schéma de Yee. Les 
résultats sont proches de ceux obtenus pour les schémas d’ordre 2 non dissipatifs 
appliqués à l’équation d’advection, avec notamment la présence d’oscillations de 
l’origine aux fronts pour la fonction de Green du schéma. Nous passons maintenant 
au cas bidimensionnel. 


Schémas pour l'équation 
des ondes en 2D 


Léquation des ondes dans le cas multidimensionnel s écrit, en présence d’une source 
s(t) 
du — à Au = s(t) (7.1) 


Toute une palette de schémas ont été proposés pour la résoudre. Nous nous focalise- 
rons particulièrement sur l’anisotropie induite par le maillage, présente à des degrés 
divers dans tous les schémas. Pour la mettre en évidence, des solutions isotropes de 
l'équation, au sens où elles ne dépendent que de la distance r à l’origine, seront 
simulées. Une difficulté spécifique à l'équation des ondes bidimensionelle apparaît : 
la fonction de Green, au sens de solution du problème avec conditions initiales Dirac 
sur la fonction, n’est pas définie. 


Fonctions de Green pour l'équation des ondes 
continue 


Pour comprendre cette difficulté, il est commode de se placer dans un cadre un 
peu plus général que le problème aux conditions initiales considéré jusque-là. Une 


méthode systématique a été proposée par Butkovitsky [2]. Elle consiste à définir 
une fonction w permettant de ramener le problème général avec second membre 
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et conditions initiales pour une EDP à un seul problème, celui de la source Dirac 
impulsive. 


7.1.1 Source Dirac impulsive 


En 2D, le problème (7.1) avec source Dirac impulsive et CI nulles s'écrit 


du — a (du + du) = 5(x% y(t), ula 30) = 0, u(x 40) = 0 


Diverses méthodes de résolution ont été utilisées : descente à partir de la solution 
3D, qui est plus simple, ou transformée de Fourier et Laplace, ce qui donne pour la 
double transformée : 


1 


GEE IB gS ee a Be 


En inversant la transformée de Laplace (o est choisi pour que le contour soit à droite 
des singularités de l’intégrande) 


ao+i00 
ARR -N joo s2 + ET + 12) eres 


Il y a deux contributions de résidus, en s = +iaV k? + I? 


1 
Uk, l t) = nn nur (exp (atv k? + 12) — exp (— iaty k? + 12)) 


et, par transformation de Fourier inverse 


1 1 
SUR nr n 2 2 4 J 
u(x, y t) = azl A sin (aty k? + 1?) exp (kx + ily) dkdl 


(7.2) 
En passant en coordonnées polaires dans (7.2), on obtient 
1 œ p2T 
ulr, t) = af / sin (atk) exp (ikr cos 0) dkdO 
4n a 0 0 
1 OO 
= >f sin (atk) Jo(kr)dk (7.3) 
27 a 0 


L'intégrale en 0 est donnée, par exemple dans les tables de Gradsteyn et Ryzhik, page 
718 


f sin (atk) Jo(kr)dk = TF B — ÐT H (at — r) 


Schémas pour l'équation des ondes en 2D 


ce qui conduit à la solution 


PR Re 0 (7.4) 
27 a 


7.1.2 Conditions initiales Dirac sur la dérivée 


En appliquant la transformée de Fourier à l’équation des ondes uy = A (x + Uyy), 
on obtient PEDO %, = —4? (k? + P Yù, dont la solution s écrit 


u = Acos (aty k? + 12) + Bsin (aty k2 + I) 


En imposant la condition initiale u(t = 0) = 0, u(t = 0) = ô(x y), soit u(0) = 


A = 0,% (0) = Bay k? + I? = 1, on obtient B = 


=, soit le résultat (7.2) 


1 
av k?+1 


1 D APT 1 | : : 
u(x,t) = r sin (aty k* + 1?) exp (ikx + ily) dkdl 


7.1.3 Conditions initiales Dirac sur la fonction 


Formellement, en imposant la condition initiale u(¢ = 0) = ô(x y), 
u(t = 0) = 0, soit u(t = 0) = 1,%(¢ = 0) = 0, on obtient À = 1 et 


B = 0, donc 


1 OO OO i ’ 
u(x, y t) = al J cos (aty k2 + l2 cht ol dhl 


Crest la dérivée en temps de (7.2), comme on peut le voir en dérivant formellement 
en temps. Mais la dérivée de (7.4) rest pas définie en r = az. En effet, les règles de 
dérivation usuelles donnent 


d 
PR) EH (ar) = LH PP) EH (ar) tata?) TS atr) 


Le second terme, produit d’un Dirac de support r = at et d’une fonction singulière 
sur ce support, n’est pas défini. 


Nous simulerons, en plus du problème avec conditions initiales sur la fonction, le 
problème avec conditions initiales sur la dérivée, dont la solution est donnée par 
(7.4). La condition initiale sur la fonction ou sa dérivée sont concentrées à l’origine, 
ie., en 2D, en j = 0, m = 0. Nous présentons les résultats pour la version semi- 
discrétisée du schéma de Yee. Elle conduit à des résultats plus simples que le schéma 
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de Yee totalement discrétisé. Nous avons également analysé ce schéma. Les résultats 
sont similaires à ceux du semi-discrétisé, mais les formules deviennent nettement 
plus complexes. Nous avons choisi de ne pas les inclure dans cet ouvrage. 


Schéma semi-discrétisé en 2D 


Nous présentons dans ce paragraphe quelques résultats pour le schéma semi- 
discrétisé, qui s'écrit 
2 a? 
Dg Mim = 7 {Cug nm — 2ttim + Um) + (m4) — ZUjm + ities) | 
(7.5) 


En pratique, les simulations sont menées avec le schéma de Yee (dont la limite pour 
n — 0 est le schéma semi-discrétisé) avec un 7 petit. 


7.2.1 Solution exacte en Fourier 


La solution de (7.5) s'obtient, comme usuellement, avec une TFSD, ce qui donne 
l'équation différentielle sur % 


~ ,@ f. afk ree 
922 + 473 (sin? (5) + sin? (5)) u = 0 (7.6) 


Pour une CI 55m sur la fonction, nulle sur la dérivée, la solution de (7.6) est 


T = cos (# | sin? (5) + sin? (5) (7.7) 


et pour une CI 55m sur la dérivée, nulle sur la fonction 


2 
i= eee sin eee sin? (5) + sin? (5) (7.8) 
>- 2k : 2{(1 h 2 2 
2a sin” (>) + sin (4) 


La CI 606% sur la fonction est simulée numériquement en prenant comme 


condition, sur le pas de temps n = 0, mo = 1 et, sur le pas de temps 
n = 1, mo = 1. La CI 598° sur la dérivée est simulée en prenant sur le pas 
de temps # = 0, #0 = —% et, sur le pas de temps n = 1, #0 = +4. En posant 


w = ,/sin* (4) + sin? (5). etenappliquantlatransformée de Fourier inverse a (7.7) 
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et (7.8), les solutions avec CI sur la fonction et sur la dérivée s'écrivent respectivement 


h g j 2t 4 ik+iml L2at 4 k+ iml 
tim = zz) J (e-i E otiktim _ ,+itorgktiml dhd] (7.9) 
— IT J —T 


h NA LE 12 w+ijktiml Lit a+ ijk+ iml 
Mjm = oT} a POTRT _ oti OTIM) dkdl (7.10) 
=n JT 


7.2.2 Approximation par phase stationnaire 


Comme le schéma est non dissipatif, nous appliquons la méthode de la phase station- 
naire, comme nous l’avons fait pour le schéma saute-mouton, mais maintenant en 2 
dimensions. Plus précisément, nous l’appliquons au premier terme des expressions 


(7.9) et (7.10), qui est de la forme 


ty af J Ae’ dkdl 


Le grand paramètre est À = 4. S s'écrit 


k L ih h 
S = —2 | sin? (E) +s (5) +204 (7.11) 
2 2 at 


at 


pour (7.10) 


A= +, pour (7.9) avec CI sur la fonction, A = {> 

gr P 872ay/sin® (4)+sin? (4) 
avec CI sur la dérivée. Ecrivons la formule (12.8), reprise du chapitre 12, donnant 
la contribution, pour d = 2, d’un point stationnaire k, de composantes (k, /) 


20 


x 
I ~ —— Alk) exp (ikS (k) + i—sgn(H (ks 12 
à Idet (HE (ks) exp (IS (k) + 17 sgn(H(ks))) (7.12) 


La première étape est de trouver les points stationnaires, la seconde de calculer en 
ces points A et la hessienne H, matrice des dérivées secondes de S. 


Détermination des points stationnaires 


Les points stationnaires (4, /) vérifient 
aS V2at sin k LA EE 
dk 2V2—cos/—cosk at) 


aS V2at sin / hm a 
al 24/2 = cost =cosk’ at) 
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ih ; x 
Posant X = Z, Y = z, (k, /) sont donc solution du système 


sin k = 5x sin / -JY (7.13) 
2 — cos  — cos k 2 — cos  — cos k 


Il peut se ramener, en écrivant la première équation de (7.13) 


f x SR e 
2 sin — cos — = —2,/ sin^ — + sin” — 
2 2 at 2 2 


puis en l’élevant au carré, et en procédant de même pour la seconde, au système sur 


les inconnues K = sin? £ et À = sin? À 


2 
K(1—K) _ y2 AC. — À) _ y2 
K+A Ke +A 
reportant A = —K — A k — 1) dans la seconde équation, on obtient 202 = +, 


soit l'équation de degré 4 


(KE + K(k — 1))((1 +Kk)E + K(k — 1)) 
K(k — 1) 


= XË 


qui n’a pas de solution explicite simple en général, mais se simplifie sur la diagonale 


à =K,à = l — x et les axes À = 0,1, f = 0, +. Nous allons calculer la solution 
du schéma dans ces directions particulières. 


7.2.3 Solution sur l'axe des x 


Détermination des points stationnaires 


Pour Y = 0, la seconde équation de (7.13) implique sin / = 0, donc / = 0 ou 
l = x. Traitons d’abord le point stationnaire (4, 0), pour lequel, puisque cos / = 0, 
elle s écrit Le 
sin 
—— = V2X (7.14) 
V1 — cos k 


Point stationnaire (k, 0) 


Pour X > 0, (7.14) implique que sink > 0 donc k € J0,z[, cos À > 0, donc k 


vérifie simplement cos £ = X et 


k = 2 arccos X 


Schémas pour l'équation des ondes en 2D 


Il est réel pour X < 1, że. x < at, pour calculer sa contribution, calculons le hessien 
H et la phase S. 


Calcul de H 


a y . 2 
Calculons les dérivées secondes de S (notation S44 = oS) 


ð 1 V2 sin k 1 V2 
Sr = = (L = 
dk \ 24/2 — cosl — cos k 4 (2 — cos / — cos k)? 
x (2 cos k cos / — 4 cos k + cos? k + 1) 
Comme cos / = 1, Sp = ipl 2 cos k + cos? k + 1) 
1—cos k/7 
1 1 
Sik =F 2V1— cosk = 5v 1 — X? 
de méme, ' 
1 J 
ee ee ee 
(2 — cos / — cos k)? 
2 
Sy = v2 (2 cos k cos / 4cos/ + cos? L + 1) 


1 
4 


3 
2 — cos / — cos k)? 


La matrice H a des valeurs propres Sy,Sy de signes opposés, donc 
sgn( H) = 0. Son déterminant vaut 


1 
det H = SppSy = -7 
Calcul de S 
En prenant / = 0 dans (7.11), on obtient S = —2,/ sin? (4) + Xk, et, comme 


cos À = X 
S=—2V1 — X? + 2X arccos X (7.15) 
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Points stationnaires (k, x) 


La seconde équation de (7.13), puisque cos / = 7, s'écrit Foal PS V2X. Pour 
X > 0, sin k > 0 donc k € ]0, x. L'équation s'écrit aussi 1 — cos 2 k = 2X2(3 — 
cos k). Si son discriminant est positif, soit pour X < y3 — 2/2 ~ 0,41421, 


elle a 2 solutions cos k = (+v 6X2 + Xí +14 x?) . Il y a donc 2 valeurs 
de k : arccos (v 6X24 X44+14 x?) et arccos ( V—GX2+ Xí +14 x2). 


Mais pour X > ÿ3 — 242, elle ma pas de solution réelle : seule la contribution 
précédente existe. Comme notre objectif est de caractériser l’anisotropie, pour éviter 
de complexifier les formules, nous ne calculerons pas cette contribution. 


cl 875m pour la fonction 


Nous nous limitons au cas X > V3 — 24/2, où seule la contribution du point 
k = 2 arccos X intervient. En reportant dans (7.12) les valeurs de det H = is de S 


donnée par (7.15), et de A = ee on obtient l’approximation phase stationnaire 


Him 


h 1 t 
ut © ore GTV — X? + 2X arccos X)) 
T 


h1 
Ujm © = — cos ($21 — X? + 2X arccos X)) (7.16) 
at 1 


Comme on peut le voir sur la figure 7.1, l'accord est correct dans la zone X > 
V3 — 2/2, sauf au voisinage du front X = 1, où il faudrait une approximation 
uniforme. Pour X < ÿ3 — 24/2, (7.16) ne peut pas être en accord avec la solution 


du schéma, puisque les points stationnaires (4, 7) ne sont pas pris en compte. 


cl 875m pour la dérivée 


Seul change, par rapport au paragraphe précédent 


jz ih - th 
ae mera ae oe yA 
16724, | sin? (4) ONER 
et on a maintenant 
he 
CEAN law son ("Fr 2/1 = X? + 2X arccos X)) 


Schémas pour l'équation des ondes en 2D 


nn Schéma de Yee (fonction) 
— Approx. par la phase stationnaire 


Fig. 7.1. Solution du schéma et approximation phase stationnaire (7.16). 


Le calcul de approximation phase stationnaire de 


so bf” ft =i pees: 
i= — ei Totiki dedi 
M 8r? ?aJ-rJ-r © 


est analogue, ce qui donne 


E I —i at 
Cx EPRE exp (=z 1 — X2 + 2X arccos X) ) 


Ces contributions s'ajoutent, d’où la contribution phase stationnaire à tjm 
=. 1 2at 
IS . 
ux tn | —— (~ 1— X? + X arccos X) 
mm 2x at V1 — X2 h 
à comparer à la fonction de Green de l’équation pour r < at 


1 1 1 
en eg = — 
27 a 27 art J] — X2 


La contribution phase stationnaire a comme enveloppe la fonction de Green exacte, 
dans cette approximation. Mais il faut lui ajouter la contribution de la singularité en 
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L, Nous n'avons pas obtenu de formule exacte, et avons approchée par la fonction 
de Green de l'équation (multipliée par 47), où seule cette contribution existe, ce qui 
donne, pour l’approximation de la solution du schéma 


he 1 2 
tin © a A (sin (Sui — X? — X arccos X ) + 1) (7.17) 


Ry 
27 a*t 


La figure 7.2 compare la solution du schéma à cette approximation pour X > 0. 


L'accord dans la zone X > y3 — 24/2 est correct, en dépit d’une approximation 
a priori imprécise de la contribution de la singularité. 


“a Schéma de Yee (dérivée) 
— Approx. par la phase stationnaire 


Fig 7.2, Solution du schéma (obtenu avec un petit n) et approximation (7.17) de la 
fonction de Green de l'équation avec conditions initiales sur la dérivée. 


7.2.4 Solution sur la diagonale X=Y >0 


7.2.4.1 Détermination des points stationnaires 


Les points stationnaires vérifient (7.13), qui s écrit 


sin Å = sin / = 5x 


2 — cos / — cos k 2 — cos / — cos k 


Schémas pour l'équation des ondes en 2D 


Pour X > 0, sin # > 0, ces équations impliquent que sin / = sink donc / = k ou 


l=xnx-—k 


Cas l =x —k 


Comme cos / + cos k = 0, les équations se simplifient en 


sink sin / 

— = J2X — = V2Y > sink = sin / = V2p 

V2 V2 
Ces points stationnaires (arcsin (V2p),7 — arcsin (V2p)) (x — arcsin (V2), 
arcsin (v2p)) n'existent que pour p < J2/2. Ils coalescent pour p = V2/2 


en (2,2). 


Cas/=k 


On a maintenant cos / + cos = 2 cos k, donc 


sin Å _ J2X 
V2 — 2 cos k 7 


sin # — sin k/2 cos k/2 eae k done 
V2—2 cos k J sin? k/2 2 


k r 
cos = = V2X = — =p 
2 at 
et le point stationnaire a pour coordonnée k 


k = 2arccos p, p = ae (7.18) 
at 


Nous nous limiterons au cas p > /2/2, où n'intervient que ce point, pour lequel 


[= k. 


Calcul du Hessien 


Calculons S44 


1 V2 


z 7 (2coskcos/ — 4cos k + cos? k + 1) 
(2- cos / — cos k) 


Skk = 


NI 


mais k = / 
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1 nD 1 3cosk—1 
Sy = = — (3 cos k — 1) (cos k — 1) = 
5 pts) 8/1 —cosk 


Le terme de dérivée croisée S4; vaut 


= I ee 1 


— k+1 
(2— A © 8V1 = cosk i ) 


et, comme Sy = Spp, la matrice hessienne s écrit 


1 Cas prh 


ETE cosk +1 1—3cosk 
Ses valeurs propres sont 2 — 2 cos k > 0, —4 cos k = —4(2p* — 1) < 0 et, comme 
p > pe sgn = = 0. 


Calcul de detH etdeS 


Calculons les quantités apparaissant dans (7.12) 


1 1 
det H = at lee (1 + cos k)”) = — 3 cose 


cos k = cos (2 arccos p) = 2p” — 1 


2 2 
S= = otjktml jk = ml = WP 2 accos p, o E sint = V2V/1-— 


24 2at 24 2at 
S — — wre V1 =p? + 22% arccos p = wre (— V1 — p? + p arccos p) 


Solution avec conditions initiales 878m sur la fonction 
Reportons dans (7.12) 


V2 


Idet H(&)|~'/? AR) = 2" 
4n?a,/|(2p? — 1)| 


on obtient 


hrf 2 1 2: t 
Win © 2e Gar v2a (- yl—p + pacoso)) 


27 at /2p2 — 1 
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bV2 1 2/2 
Um © BV2 1 cos Via (vi — p? + p arccos p) (7.19) 
mat J2p?— 1 h 


La figure 7.3 compare la solution du schéma à son approximation phase stationnaire 
(7.19) pour p € [0,1]. L'accord est bon dans la zone p > F Au voisinage de 
p= a le résultat (7.19), non uniforme, a une divergence qui se manifeste par 


Paugmentation de l’amplitude des oscillations quand on se rapproche de ce point. 
Ce phénomène ne se produit pas sur les axes (figure 7.1). Cette différence entre les 
axes et la diagonale est une illustration locale de l’anisotropie du schéma. 


Schéma de Yee (fonction) 
— Approx. par la phase stationnaire 


Fig. 7.3. Solution du schéma et approximation phase stationnaire (7.19). 


CI 578m pour la dérivée 


On a dans ce cas 


h h h 


Jsin? (4) + sin? (4) /2—2co8 (4)  V2—20° 


827aA = 
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242 h 
Idet H(A)|-/? A(k) = oe en 
812a,/|1 — 2p?| V2 = 20 
1 h 


“Arta ai= 


ce qui conduit, pour la contribution phase stationnaire Ct à 


27h at 
Ct & TT Idet H(A) /? ACB exp (:Z sw) 
at h 
2 
dn’. th 1 2 2at (- — ) 
C FEF AT exp Ea V1 2 + p arccos p 
La contribution phase stationnaire à la solution s'écrit, puisque sen(H) = 0 si 
P> 


— h? 1 2V2at 
TA xX —— — sin (- yl—p 7 + p arccos p) 
im nat JOP- N b 


(7.20) 

ji . 27 . X Z 
Lenveloppe se fae de la fonction de Green de l’équation n’est plus respectée. 
Le résultat (7.20), non uniforme, comporte un facteur ——L—. Comme dans 


(2p?—1) 
la sous-section précédente, il faut ajouter à (7.20) la contribution de la singularité, 
approchée de la même manière. L'augmentation de l'amplitude des oscillations quand 
on se rapproche de ce point est visible sur la figure 7.4. Comme précédemment, 


Paccord est satisfaisant dans la zone Ea i], sauf au voisinage des extrémités, car 


(7.20) mest pas uniforme. 


Conclusion 


Notre objectif relativement modeste de montrer l’anisotropie du schéma semi- 
discrétisé localement, en analysant les différences entre les résultats de ce schéma 
sur les axes et sur la diagonale, est atteint : les oscillations générées par le schéma 
sont de plus grande amplitude sur la diagonale quand on se rapproche du point 
p= we Ce résultat est particulièrement visible par comparaison des figures 7.1 et 


7.3, pour les conditions initiales sur la fonction. Nous nous sommes contentés de 
proposer des formules approchant la solution du schéma dans les seules zones ou 
la contribution de phase stationnaire prend une forme simple. Lautre option, qui 
consiste à prendre en compte l’ensemble des contributions de phase stationnaire, et à 
utiliser des formules uniformes, serait préférable sur le plan théorique, mais conduit 
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Fe Schéma de Yee (dérivée) 


— Approx. par la phase stationnaire 


Fig. 7.4 Solution du schéma et approximation (phase stationnaire + singularité), pour 
p>do. 


à des résultats qui nous ont paru trop complexes pour figurer dans cet ouvrage. Nous 
allons maintenant caractériser plus globalement l’anisotropie du schéma totalement 
discrétisé. 


Approximation équation équivalente 


Dans ce paragraphe, nous utilisons l’approximation équation équivalente, valide au 
voisinage du front d’onde, pour étudier Le schéma d’un point de vue global. Rappelons 
la forme de la solution pour la partie indicée + du schéma totalement discrétisé 


LIT k l 
nt __ Lou F M Aa .2ù/} ia 4 
tim = FR Jfa exp ( 2ni arcsin Ê sin (5) + sin (2) + ijk + mi) dkdl 
(7.21) 


Développons, pour obtenir l’approximation équation équivalente, le terme 


—2narcsin Ê sin? (5) + sin? (5) 
2 2 


apparaissant dans la phase de l’intégrande de (7.21) en k, / = 0. En développant les 


sinus 
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k 1 1 l 1 1 
pee) 2 4 5\ :2 2 4 5 
sin (5)=74 er + O (K) ;sin Caz! DUT +o(5) 


on obtient 


| k l 1 
in? | — inet 2 D En LA 4 5 
sin (5) + sn (5) k + I Bhd +f )+0(5) 


Posons k = s cos, l = s sin 0 


1 1 e 
k + [2 — LE +4) =,/s2 — oul (cos4 0 + sin 0) 
apse — ha a + siní 0) =5s— = (cost 9 + sin 6) + O (s) 
12 24 


On obtient 
k l 1 3 
sin? (5) + sin? (5) a 5 (: — 2 (cos! 6+ sin? o)) 
puis 


1 1 
arcsin (3 ( — mn (cost 6 + sin? ))) = z" + mi (n — (cos! 6 + sin )) + O (si) 


Passons à l’approximation continue nn = 7% = # 


1 1 t 1 t 
—2nn (z+ ul (r = (cost 0 + siní o))) = a= 74 ge (n = (cost 0 + siní )) 


Considérons maintenant le terme jk + ml, passons à approximation continue : 


+, 1cos ~ rsing Agitation = ab 
yee gps 


jk+ mli ~ = cos (0 — ọ) 
On obtient donc l’approximation de la phase de lintégrande de (7.21) 


Zo cos (0 — ~) — at) — ae = (? — (cost 0 + sin 6)) 
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Dans l’approximation équation équivalente, la borne sur s est étendue à l'infini, si 
bien que, dans l’approximation équation équivalente 


2x 
1 
in © al Í Aexpi (5 (r cos (0 — g) — at) — rue 


x (1? — (cos! 0 + sin ‘0)) )sdsd0 


Limposition de la condition initiale, ou la comparaison à la fonction de Green 
de l’équation des ondes, permet de montrer que A = 1. Au final, nous obtenons 


l’approximation de Cal 
an latf 3 1 
u > af Í exp i G (r cos (0 — p) — at) — oa F (x ue cos 40) sdsd0 


(7.22) 


Nous n'avons pas trouvé d’approximation simple de cette intégrale, mais nous pou- 
vons déduire de (7.22) des résultats qualitatifs. En particulier, le coefficient du terme 


dispersif induit, à cause du facteur (n? — 3 — À cos 46), une anisotropie de période 


x/2. À noter que, dans le premier quadrant, respectivement sur l’axe des x et sur la 
diagonale, 


20 3 3 1 
Cal ef" Í exp iZ le cos (0) — 1) — a! >(n = À = 4 cos40) | sdsdO 
(7.23) 


an [ F s(p cos (0) 1) n cos 40 dsd0 
in = Ree Ti 4 4 Lo 


Les coefficients du terme cos 40 dans (7.23) et (7.24) sont donc opposés : cela 
explique qualitativement les différences entre les axes et la diagonale analysées plus 
haut. Nous allons voir que les simulations numériques globales confirment aussi ces 
résultats. Nous avons calculé la solution du schéma approchant la fonetion de Green 
précédente par la même technique qu’en 1D, że. en imposant Win = = him = = 678. 
Lanisotropie des résultats numériques, avec une période angulaire 1/2, eh lien’ avec 
le facteur 3 + ; cos 4(0 + @) est visible sur la figure 7.5. Cette figure est divisée en 
deux parties : à gauche les amplitudes, à droite les lignes de niveau de la solution. 
Ces deux graphiques complémentaires permettent d’appréhender le comportement 
global du schéma, plus spécifiquement son anisotropie. Celui de gauche montre aussi 
que les oscillations de plus forte amplitude mise en évidence sur la diagonale sont 
limitées 4 un voisinage de cette derniére. 
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SO 
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reac 
(pet) 
A 
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Fig. 7.5 Solution numérique globale, amplitude et lignes de niveau. 


Conclusion 
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En plusieurs dimensions, un des intérêts de équation des ondes est d’avoir des solu- 
tions analytiques relativement simples à symétrie cylindrique en 2D, sphérique en 
3D, utiles pour étudier l’anisotropie générée par le maillage. Nous nous sommes 
limités au schéma de Yee en version semi-discrétisée, pour obtenir des résultats expli- 
cites relativement simples. Nous avons mis en évidence l’anisotropie globalement : 
un facteur dépendant de langle apparaît dans la solution de Péquation équivalente, 
et localement : le schéma donne des résultats différents sur les axes et la diagonale, 
où il génère des oscillations de grande amplitude. 


Nous nous sommes appuyés pour les schémas discrétisant ľéquation des ondes 
sur les références listées ci-après. [2, 6] donnent des informations sur les fonc- 
tions de Green des EDP, dont léquation des ondes. [1] présente des résultats pour 
des schémas décalés de différents ordres. Le livre [3] est consacré aux méthodes 
de Galerkin discontinu, associées à des discrétisations temporelles d’ordre élevé en 
temps. 


Larticle [5] utilise des solutions exactes de l'équation des ondes, notamment les 
moyennes sphériques en 3D, et les compare à des solutions numériques pour illustrer 
les effets d’anisotropie, pour des schémas d’ordre 2 et 3. 


Enfin, la formulation en système d’ordre 1, avec splitting par directions, permet 
d'utiliser les schémas de Strang d'ordre élevé pour obtenir des fronts très peu étalés, 
comme illustré dans l’article [4]. 


Dans le chapitre suivant, nous quittons le domaine des équations hyperboliques, 
pour nous intéresser à une équation parabolique simple, l'équation de la chaleur. 
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SX L'équation de la chaleur 


Léquation de la chaleur, ou de diffusion, du premier ordre en temps, donc associée à 
une condition initiale #°, et du second ordre en espace est une équation parabolique. 
Rappelons son expression en 1D 


Oru = A Oyy U 


æ est le coefficient de diffusion, il est en ms~!. Par transformation de Fourier en x 
de l'équation et de la CI on obtient 


SRE t) = —a LE RK t), B40) = nC) 


qui implique % = exp (—ak?r) 1, dou la solution du probléme de Cauchy 
1 Tee ~ 
u(x,t) = al exp (—ak°t + ikx) u9(k) dk 
27 Jo 
La fonction de Green est obtenue en prenant w(k) =1 


1 +0 
G, = =f. exp (—ak?t + ikx)dk 
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C’est une intégrale gaussienne. La fonction de Green est donc 


1 2 
G; = —— 
2/7at ep ( Z) 


Elle est indéfiniment dérivable. Ľéquation de la chaleur est régularisante, c'est-à- 
dire que la solution du problème aux conditions initiales, même non régulières, est 
régulière. C’est une différence essentielle par rapport aux équations hyperboliques, 
équation d’advection et équation des ondes, étudiées dans les chapitres précédents. 


Du point de vue de l’analyse des schémas, les méthodes sont toutefois les mêmes que 
pour les équations hyperboliques. Le caractère régularisant pourrait faire penser que 
l'équation équivalente est suffisante pour une approximation précise de la solution 
du schéma. Mais ce n’est pas le cas : nous verrons que l'équation équivalente peut 
conduire à un problème mal posé. Nous commençons par le plus simple : le schéma 
explicite. Outre son intérêt théorique, la nature et la puissance des machines actuelles 
lui ont redonné vie dans les codes de calcul. 


8:11. Schéma explicite 


Ce schéma calcule ae par la formule 


n+l _ „n = n n 
oa i ies ae ia 
T h2 ` 
notant 7 = To (8.1) s écrit 
u”t! = (1 —2n)u? + nu”, + qu! (8.2) 
j Jn q-i n J+1 $ 


Pour n < 1/2, le schéma est barycentrique, comme le schéma upwind pour l'équation 
d’advection, donc stable. Il est d'ordre 1 en temps et 2 en espace [4]. Toutes les 
méthodes d’analyse s'appliquent. Nous présentons les résultats, en commençant par 
l'analyse de Fourier. 


Analyse de Fourier 


Solution du schéma par transformation de Fourier 


En Fourier, (8.2) devient 


ee ed k Las 
ut] = ((1 — 2N) + 2n cos k)u = ¢ — 4n sin? 5) u” 
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Pour 7 > 1/2, le schéma est instable, le mode le plus instable est k = 7, avec un 
facteur d'amplification (1 — 47). Pour n < 1/2, il est dissipatif d’ordre 2. Revenant 
dans l’espace réel par transformation de Fourier inverse, la solution du schéma s'écrit 


LOT ak # wp 
n à RS 
u? = — 1 — án sin^ — | e°udk 
1 2x], ( : 3 
soit, pour une condition initiale u? = 8? 


raf" fre) td 
rE — gsis e (8.3) 


La fonction de Green du schéma G, s'écrit donc (en faisant le changement de variable 
usuel 4 = Ż pour se comparer à fonction de Green G, de l'équation) 


h x/h 


f n 
G, (: — 4n sin? T) etk dp! 


= 27 —7/h 


Convergence vers la fonction de Green de l'équation 


La différence entre cette fonction de Green (divisée par h) et celle de l’équation est 
donc $7! G, — G.Gh, nt) = h + h, avec 


1 [7 kh\” 
h= = a ((: — án sin? +) — exp Cat) exp (+ ikjh)dk 
1 te 
h=- exp (—ak? nt) cos kxdk 
T J—x/h 


Majorons le second terme 4 


[yp F+ 2 
bh = f exp (—k”)dk’ < D exp (= =) 
T Jr /ant/h h 


Le premier terme /1 peut être majoré comme dans la démonstration du théorème de 
Lax-Richtmyer dans l’espace de Fourier donnée dans la première partie (section 3.3) 
de l’ouvrage. Les 2 points essentiels pour ce théorème sont que la différence entre le 
facteur d'amplification du schéma et celui de l’équation est O(k?) au voisinage de 
k = 0 (consistance) et que pour & grand, le spectre décroit si la condition initiale est 
réguliére. 

Le premier point est inchangé : la consistance du schéma à l’ordre 2 implique l'identité 
des développements de Taylor des deux facteurs d'amplification jusqu’à cet ordre 
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kh 1 
it BaD Lt 214 4 
exp[In (1 — 47 sin F )] = 1 — katt pet k* +O (1 ) 


1 
exp (—awk?r) = 1— kart + nath ki +0 (s) 


Les premiers termes qui diffèrent dans les développements de Taylor sont en æt #“h?. 
Cela permet de majorer leur différence sur l'intervalle d'intégration, comme démon- 
tré dans Strikwerda [3]. 


( — án sin? >) — exp (—ak’t) < Cat kth? 


On en déduit 


( — 4m sin? >) — exp (—nak?t) 


kh ne 
< Cant kth max ((1 — 4m sin? =) exp (—æk?t)) f 


1 Ri kh rap 
lh| < = Ca f B max (1 — 4n sin? =) aparo) dk 


—1/h 


Soit B tel que (1 — 4n sin? 4) < exp(—aBk?t). L'intégrale reste donc bornée 
pour 7 — 00, puisque l’intégrande est majorée par le produit de kí par un facteur 


exp ( — ay k*t), y = min (1, B). Posant / = Vot'k, # = (n—1)t 


x/h 1 a Vat}h 
J [exp (—ay k?t)]” T! dk = | L exp (=y Pdl 
—7/h (at’)2 x Vor/h 


+00 


On en déduit, puisque J 4 exp (—y FP) dl est fini 
(ee) 


2 
lb TG — GeGh, nt)| < C 


3 
(œt)? 


Autrement dit, la fonction de Green du schéma (divisée par h) converge, à t fixé, en 


h? vers celle de l'équation. Comme cette dernière est O (+) , la différence relative 
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2 h2 


est en Z = = 37. De ce point de vue, la convergence se produit pour 7 grand. 


atn 
Nous renvoyons au chapitre 10 de [3] et à [4] pour une analyse plus détaillée. 

Pour l’équation d’advection, l'intégrale ne reste bornée que pour des conditions 
initiales dont le spectre en Fourier décroit suffisamment vite, donc assez réguliéres, ce 
qui exclut la fonction de Green. Les chapitres précédents ont d’ailleurs donné nombre 
d’exemples montrant sa non-convergence en norme Z®, et les artéfacts associés. 
Mais, dans le cas présent, la décroissance est assurée indépendamment de la régularité 
des conditions initiales, ce qui permet d’obtenir la convergence pour la fonction 
de Green. Il n’y a donc plus à proprement parler d’artéfacts numériques. Nous 
poursuivons toutefois, en restant focalisés sur l’établissement de résultats analytiques 
exacts ou approchés pour les fonctions de Green des schémas étudiés. 


Cas particulier de la limite de stabilité 


À la limite de stabilité (8.3) devient 


n l 7 n ijk 
u = sf (eos eÙ" dk 


Le facteur d’amplification ne peut plus étre majoré comme plus haut. Le résultat 
précédent n’est plus valable dans ce cas. Il n’y a plus convergence, du moins au sens 
usuel. 


Expression alternative de la solution 


La variante transformée en z de la solution s écrit pour mémoire : 


1 
te i, (A — 2n)z + n° + Dy" "de 
257 C 


Nous allons maintenant obtenir une approximation explicite de la représentation 
intégrale en Fourier pour # grand. 


Approximation par la méthode du col 


Réécrivons (8.3) sous une forme commode pour appliquer la méthode du col (section 
12.3) pour # grand à l'intégrale (de la forme (12.9)) donnant u H 


Lot r 
u; exp (» (i (1 — 2n + 2n cos k) + #)) dk (8.4) 
n 


T2) 
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Nous traitons le cas n < 4, où 1 — 2n + 2m cos k = 1 — 4m sin? £ > 0. Le grand 


2 
paramètre est 7. Les points cols de l’exposant S$ = In (1 — 27 + 2n cos k) + x 
vérifient 


# (= 21) Ones mi ÿ 
— |n = cos < ——— 
dk 1 1 rase n 
Posons z = e*,y = 5a > 1, L = y l'équation précédente devient 
i 
== 
z+ 1 +2y 


z est solution de l'équation du second degré (1 + y)z* + 2y yz — (1 — y) = 0. Son 
discriminant réduit est D = (y? — 1)y? + 1. Comme y < lety >0, D >0. 
Donc, pour n < à, il existe deux solutions réelles : 


y V2) FL rvyt V0? = Dy? +1 


z- = ——, z = 


l+y l+y 


—1- 2yt <z- <0, 0 <z} < 1. Il faut savoir laquelle doit être prise en compte. 
Calculons la dérivée seconde. On obtient 
g 2n (0 = 2n) cos k + 2n) a ycosk+1 


s Ce (8.5) 
(2n cos k — 27 + 1) (cos k + y)? 


Au point z+, cos k > 0, S” < 0. Ce point col correspond donc à un maximum de 
l’intégrande et le développement asymptotique de l'intégrale doit être calculé à partir 
de sa contribution. L'autre point col correspond à un minimum de l’intégrande. 
Dans l’espace des z, le point z} < 1 est à l’intérieur du cercle unité. Dans l’espace des 
k comme e” = z} < 1, k = ik” est imaginaire positif z} = eR) = ET <]. 
Le chemin de descente rapide passe par ce point k”, avec une tangente horizontale, 
puisque S” est réel. Ce chemin mest pas simple à déterminer exactement, mais, 
comme, si |k| — 00, [cos k|? = (cos X’ cosh k”)? + (sin & sinh k”)? — o, sauf 
si k” = 0, ses seules asymptotes possibles sont les demi-droites de l’axe réel. La seule 
contribution est bien celle associée à z}, 4e. k” = —Inz,. 

Pour estimer u’, il suffit de substituer dans la formule de l’appendice sur les déve- 
loppements asymptotiques d’intégrales, qui se réduit dans notre cas à 


1 V27 45 


LE — — 8.6 
a E (8.6) 
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Dans (8.6), il faut substituer les valeurs obtenues en k = —ilnz, pour es = 


(1 — 2n + 2n cos hk) zi, et pour S” donné par (8.5), avec cos k = 5 (zy + a): 
La formule obtenue est peu parlante. Mais elle se simplifie au voisinage de l’origine. 


ER : : ; PRA 
En effet, si = y est petit, on obtient, en développant en y, les approximations 
suivantes 


2 2 
, , IJ ly. ny 
l x iln| 1- = + = | x 22; = -— 
A jn ( a) 29! 2n 
yx J 
1 — 2y + 2n cos k = 1 + 7 + O (3°) In (1 — 27 + 2n cos 4) = z= + O(y’) 
n 
ny? njh | x? 


nS = nln (1 — 2N + 2n cos k) + inyk © a. Dr here 


—nS" = 2nn = 2nath* = 2ath ? 


En reportant ces approximations dans (8.6), on obtient donc, au voisinage de Pori- 
. Ke pen ee | gi : 
gine, I & Tyrer P (—7z). C'est la fonction de Green G, de l'équation, ce qui 


permet de vérifier que le résultat de la méthode du col est correct dans cette limite. 
En poussant le développement a un ordre de plus, on obtient 
P PP P 


1 y? 1 1 
án 32n 6 


et donc le terme correctif sur S 


m “Core 4 p2 
En revenant aux variables continues x et #, ce terme correctif s'écrit — 5 (n — +) SE. 


La fonction de Green du schéma, dans cette approximation, intègre donc un facteur 


multiplicatif de la forme 
1 1\ x4h? 8.7) 
PU 6) er | 


Il est < 1 sin > à. Développons l'expression de S”. On obtient S” = —2n + 
Ya (6n — 1) +0 (y°) , donc 
1 Les Bie ye 1 z 
=—=+5 MARN, 
JF Va Sr Va ¢ J +00) 
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ce qui introduit un terme multiplicatif 


ee get eae eee (8.8) 
8 n° TET 8 6) or ` 


Il est > 1sin < 2. Au final, en reportant (8.7) et (8.8) dans (8.6), la méthode du col 
fournit l’approximation suivante, valide au voisinage de l’origine 


n~ HG nee ol me rae! hx4 (8.9) 
NRG NS Gye EN | 


Nous allons améliorer cette approximation en utilisant la méthode de Laplace. Avant 
de le faire, nous présentons le cas n = i 


Cas n= 4 


Les résultats de la méthode du col prennent une forme simple. En effet, 


1 1 k 
S= Ins + In (1 + cos k) 4 jh = In + 21n (cos) + ak 


Léquation du CDR s'écrit, puisque Im cos (k + 37) = —sin k Im (sinz/) 
= —sin kIm (LEP?) = sin k sinh / 


sin ksinh / —2/=0 


. ; 1—2 l- 1+7? 
On obtient alors, puisque y = = = 1,24 = Try cos k = 3 +2) = T7 
ce qui donne, 1 + cos k = =a Les quantités S et S” écrivent 
1 1 
KA ee G E 2 
1 + cos k 2! y) 
l+cosk _ 1l 
2  1-¥ 
ps = (testy eee a) ee ee 
2 + dy)" AHY A-A Hy 


ce qui permet d’écrire l’approximation méthode du col 


PONE TE E. 1 1 
À — ———e — ÅÁ— m — 
27 V—nS" Jan Jiz AIA + yy" 
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qui contrairement à la précédente, est valide sans la limite de proximité de l’origine. 
at 1 


En y = 0, puisque 7 = = 7 


1 1 h 
= ———_ = ——— = G 


Jf It / 2/7at 
n 2 ris Ta 


G,(0, 2) © 


Mais on a aussi 


Uy er GR as L ae 2 
uy = =] (co =) dk = g (cos k)?” dk = — Why, 
T Jo 2 T Jo T 


Wap, est une intégrale de Wallis, qui se calcule exactement. 


o m (2n)! 
PE I Pa 
Calcul par la méthode de Laplace 
TT 
L'intégrale peut aussi s'écrire : u’ = + exp (aln (1—2n+2n cos k)) cos (jk) dk. 
TE: 
Elle est de la forme j 
I= J exp (—np(k))q(k)dk (8.10) 


où p = ln (1 — 27 + 27 cos k) et g = cos (jk) sont des fonctions réelles et peut être 
calculée par la méthode de Laplace. Comme cos (jk) est maintenant dans la fonction, 
et non dans exponentielle, cette méthode ne permet que de traiter le cas j = O(1). 
Le point d’annulation de la dérivée de p(k) est k = 0. L'intérêt de cette méthode 
est qu'il est plus facile d'écrire explicitement le développement asymptotique en 
puissances inverses du grand paramètre que dans la méthode du col. En se limitant 
aux deux premiers termes, (8.10) est approximée par 


EN, | i xp ( npo) a es (8.11) 
E aa 9 WI ` 
r(3) 


avec on so 2. Les quantités 4 et a s'écrivent à partir des coefficients 
2 


des développements de Taylor de p et g: les formules, données dans [6, chapitre 12] 
s'écrivent 


Le développement de p fournit po = 0, pp = N, p4 = $n(n — H, celui de 

q donne g = 1, g = -}}?, ga = + Lis. On obtient æ = 4 = 1, & 

— + (452 + 6n — 1). Reportant ces valeurs dans l’approximation (8.11) de J, on 
8n J P pp 
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obtient 


NUE et ee 
IR (1 sien + 6n 1)) 


E TT i x? 3h? 1 (8.12) 
nn Ant Sant 6 | 


Dans la formule (8.12), le terme exp =) de G; apparaît sous la forme 1 — =, 


Au final, la méthode donne le résultat ci-dessous, valide dans un voisinage O(h) de 


l’origine 
3h? 1 
” = hG, | 1- — — — 8.1 
K ( 8at ¢ -)) aal 


Les deux méthodes sont complémentaires : la méthode de Laplace permet d’estimer la 
différence près de l’origine entre les deux fonctions de Green. Elle est, comme prévue 


. . . > 2 . . . La 
par l’estimation ci-dessus, d’ordre £, Combinant (heuristiquement) les résultats des 


deux méthodes, i.e. les équations (8.9) et (8.13), on obtient l’approximation de la 
fonction de Green du schéma 


6, = 06 (1 a= ( 1 (14255( 1 = ( 1\ Axt 
Fr cor G Beak! Pl ST 6 GPP 


(8.14) 


Cette équation s'écrit aussi, notant b; = ł -n 


3 3 be x? 1, hxf 
s © e 1 A LS e SAVE. ANB. 
G, vo. ( +224) ( ES 1)an(+h5 ans 


Nous allons maintenant utiliser la méthode de l’équation équivalente, et obtenir à 
nouveau les résultats précédents. 


Equation équivalente 


Développons, pour obtenir approximation de l’équation équivalente, l’exposant 
dans (8.3) en k = 0 


1 1 
In (: — 4n sin? 5) =—h n+ shin G = n) + O (6) 


En substituant ce développement dans la représentation intégrale de u’, eten passant 


aux variables continues, on obtient 


1 T 1 1 
u(x, t) © a exp (See (n- =) M+ 554) dk (8.15) 
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avec la variable d'intégration k’ = k/h, 


x/h 


h 1 1 
u(x, t) & = 7 exp (-on” — soe (1 = =) pee int’) dk’ (8.16) 


Il est aussi possible de déterminer l’équation équivalente par calcul formel. Le schéma 
s'écrit en effet, sous forme opératorielle 


a a a 
ei = (1 — 27) + 2n cosh O>) >t— = In (a — 2n) + 2n cosh Ga) 
Ox dt Ox 


Par développement de Taylor de cette expression, on obtient 
ð 1 1 
— x ðw +=} |- -n)a 
34 xx 2 G n) 4x 
Léquation équivalente à un terme s'écrit donc 


dru — AOU = Lup G — n) d4u (8.17) 
2 6 

Sa solution est donnée par l'intégrale (8.16), avec les bornes à linfini. Le schéma 
est d'ordre 2 en espace. Le premier terme de l’équation équivalente est un terme de 
dissipation d’ordre 4, sin > E, d’antidissipation d’ordre 4, sin < t. Son coefficient 
fait apparaître be = ł — n, paramètre caractérisant le schéma. Dans le cas n = 1/6, 
ce paramètre, et donc le second membre de 8.17 est nul. Le schéma est en effet 
d'ordre 4. Le premier terme de son équation équivalente est alors en 44. 


Cas ņ < į 


Un problème apparaît dans le cas n < F, l’antidissipation rend le problème de 
Péquation équivalente mal posé. L'intégrale n’est pas définie. 


Casn># 


Le terme de dissipation d’ordre 4 est négatif pour 7 > 1/6, donc le problème 
redevient bien posé, et l’intégrale a un sens. Mais une nouvelle difficulté apparaît. 
Pour les schémas traitant l'équation d’advection analysés dans le chapitre 5, le signe 
de ce terme permet de prévoir le seuil de stabilité du schéma. Si nous appliquons ce 
critére de stabilité au cas présent, nous déduisons que le schéma explicite est stable 
Vn > 1/6. Mais ce n’est bien sûr pas le cas : le schéma devient instable pour n > 1/2. 
Le mode le plus instable est k = 7, donc n’est pas à basse fréquence spatiale (z.¢. 
k << 1) dans la zone de validité de la méthode. 
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Cette question a été étudiée avec précision dans l’article [2], auquel nous renvoyons 
le lecteur intéressé. Le point essentiel, évoqué aussi dans la section 4.3 du chapitre 
4 traitant de la méthode de l’équation équivalente, est que, pour que cette méthode 
soit valide, et prédise notamment la stabilité d’un schéma, il faut que le rayon de 
convergence R, de la série donnant le facteur d'amplification soit > æ, ce qui nest 
pas le cas pour n = 1/2. Il vaut 5, comme expliqué dans [2]. 


Le cas n = 1/4 est étudié en détail dans cette référence. La série s'exprime dans ce 
Ce 


cas explicitement à l’aide des nombres de Bernoulli cos” £ = xe 1)2+! bpk? , avec 
p=1 


— 2-1 Leti _ 
bp = Pp Byp. La limite am (b)? = =z permet de conclure que R, = x. La 


série converge sur tout le spectre. 

Léquation équivalente doit donc prédire correctement la fonction de Green du 
schéma dans ce cas. Une adaptation de la démonstration de la convergence de la 
fonction de Green du schéma vers celle de l'équation explicitée en début de chapitre 
permettrait de prouver que la différence entre ces deux fonctions est O(/*). Plutôt 
que de donner une démonstration de ce résultat, nous allons estimer la fonction de 
Green Ggg de l’équation équivalente. Le but est de retrouver plus simplement les 
résultats de la section précédente. Partons de l’expression (8.16) de Ggg 


Ge Be Pala 1 k4 + ixk ) dk 
EE = on tage at 27h n 6 1X 


Cette intégrale n’a pas d'expression explicite, mais on peut lui appliquer la méthode 
du col. Le grand paramètre est æt. Les points col vérifient 


1 x 
Coy PROS Ne DES Lu 
k+h (x =) re 


Sans le terme cubique, 


* 2 2 
1X x x 
k = —, th L'ixk = —, nS — — 
2at H ni 4at s FE 4at 


2 
Comme S” = —2at < 0, ui x = exp (C) On retrouve la fonction de 


Green de léquation de la chaleur, avec le facteur usuel. Si on traite le terme 
cubique en perturbation, ce qui est licite au voisinage de l'origine, 


ie ix 1+ (n- W 
~ Dat i 6 2at 
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Il suffit de remplacer S = — (k? + 1%? (n — HS) et S” par leurs développements 


de Taylor dans la formule J ~ ons pour obtenir l’approximation méthode du 


col de G£E 


3 h? x? 1 1 1\ hxf 
Gur © hG les sys 
ee 206 (tia (0 JE =a (7-2) =) 


On retrouve, comme attendu, l'équation (8.9) obtenue précédemment, avec des 
calculs plus simples. 


Mais une approximation plus précise peut être obtenue. Nous nous sommes limités 
à calculer le premier terme du développement asymptotique pour œt grand par la 
méthode du col, alors que le second terme de ce développement est du méme ordre. 
Plutôt que de calculer explicitement ce terme dans le cas général, nous allons le 
calculer en x = 0, ce qui permettra de déterminer l’écart entre les deux fonctions 
de Green à leur maximum. Les ui HS précédents valent en effet 1 en 
x = 0. Calculons donc, dans le cas ł <n< i où l'équation équivalente est valide 
et le schéma stable 


h [© 1 1 
CEE exp (a — sour (1 — 5) #) dk (8.18) 


La méthode du col se réduit dans ce cas à la méthode de Laplace. Le point critique est 
en k = 0. On obtient, si on ne prend que le premier terme, S(0) = 0, S” (0) = —2, 


2 
: A nn h pan L : z : 
ce qui entraîne 4 © 57 exp (— 7,7). Le résultat est indépendant du coefficient 
du terme en $í, ce qui confirme son ue Comme vu plus haut, il faut 


prendre en compte le terme suivant. Posons c = 5 Z Ein = H et passons à la variable 
l = Jatk dans l'intégrale (8.18) approchant uğ 


exp (—P — cl*)dl 


u > 


el 


Cette intégrale s'exprime à l’aide de fonctions de Bessel K, mais nous allons 
nous contenter d’une approximation linéaire. Calculons la dérivée de Z(bc) = 


i exp (—k? — ck*) dk en b =0 
0 


ad [®% co 
5f exp(—h? — ck*)dE5 0 = -f k exp (—4?)dk = a 
db 0 0 8 


et approximons linéairement : /(4) ~% 7(0) — SVT . On obtient finalement le 
résultat (8.13) de la section précédente 
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ere (ia) 
u” ~ —== SE SE 
9 2/7at 8 at 1 6 


Regroupant les résultats précédents, on obtient à nouveau l'équation (8.14), certes, 
par une méthode non rigoureuse, puisque le terme correctif, qui correspond au 
second terme du développement asymptotique, a été calculé seulement en x = 0. 


3 h 1 3h? x? 1 1 1\ #2x4 
re EA (geome rem RÉ cable PeR -— (n- -|= 
GrE ~ hG ( 8 at (1 +) Vie (r =) eP |732 (x =) (an 


(8.19) 


Nous obtenons donc le même résultat, pour # grand, pour la fonction de Green Gz 
de l’équation équivalente et celle G, du schéma. Qualitativement, cette fonction de 
Green est, au moins dans un voisinage de l’origine, au-dessus de celle de l’équation 
de la chaleur sin < t, au-dessous sin > 2. On notera que tous les termes correctifs 
s'expriment à l’aide de b, = ł — 7, paramètre caractéristique du schéma, qui est 
déterminé par le premier terme de équation équivalente. 


La figure 8.1 présente les résultats numériques obtenus avec n = i: La figure compare 
la fonction de Green G; du schéma a l’approximation (8.19). Elle est quasiment 
superposée à G.. Nous avons donc aussi tracé leur différence, de l’ordre de quelques 
1078, 

Nous avons obtenu dans ce paragraphe, par une méthode heuristique, associant la 
méthode du col et la méthode de Laplace, une approximation de la fonction de 
Green G; du schéma valide pour # grand. Nous avons ensuite obtenu la même 
approximation pour la fonction de Green Ggg. La comparaison aux simulations 
numériques montre que cette approximation est précise. Nous allons maintenant 
utiliser la méthode opératorielle pour obtenir un résultat exact. 


Méthode opératorielle 


Le schéma s'écrit, sous forme opératorielle 


wet! = (1 — 2n)u! + nui) + nul, = (A — 2m) + n(S + Su} 


On obtient donc 


n! 0 
À 
(n—m— p)!mlp! TT 


wf = (Q — 2I + (S$ + So)" = YL — any Pn? 
mp 


Pour la fonction de Green, les termes non nuls vérifient p = j + m, 
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4 .10-8 
schéma explicite 
équation équivalente 
différence absolue 3 


ND 
différence absolue 


Fig. 8.1. Fonctions de Green Gs du schéma explicite, son approximation par (8.19), et 


leur différence. 


j j n! 
G = f= yO EE — 
À. (2 —2m— j)lml(m + j)! 
G= J}, = 2) any ( i a p H 
2m+j m 
m2m+j<n J 


L'intérêt de la seconde écriture fait apparaître les lois binomiales de probabilité 27 et 
1/2. On s'assure que la transformée en z 


1 1\\” . 
G = — (a-2 +n(2+2)) a" dz 
271:Jc z 


1 a! ; 
= >f ae = 2m) TP de 
Ti Ca (n— m— p)!m!p! 


donne bien le même résultat : en effet, les seuls termes non nuls, ż.e. les contributions 
de résidu, viennent des couples 7, p vérifiant m — p + j — 1 = -1 > p= j +m. 


Le schéma a une interprétation probabiliste en termes de marche aléatoire : si le 
marcheur reste en place avec la probabilité (1 — 27), avance ou recule d’une case 
avec la probabilité n, la probabilité P(j, n + 1) qu’il se trouve sur la case j au temps 
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n vérifie 


PGn+D=(-27)PGn)+nPG -1n#)+nPG+1,n) 


P(j n+ 1) et ut satisfont la même équation, ce qui permet d’identifier la solution 
du schéma u? à PQ, n). 


L'événement « être en j au temps 7 » est réalisé si le marcheur stationne (7 — 2m — /) 


fois, recule m fois, avance (7mm + j) fois. Chacun de ces événements a une probabilité 
mes —7 j ! ý 

(1 — 2)”7?”-in? ti, Ils sont au nombre de Gaiman Donc P(j, n) = 

u? est la somme de ces probabilités, d’où la formule pour G;. On vérifie bien la 


conservation de ) uj = 
! 
n. 


1-2 "= 9 SN QU | 
(1 — 27) + +7) 2 n) nee 


Enfin, selon le théorème central limite, P(j, 2) converge, comme loi de probabi- 


lité d’une somme de 7 variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et de 


variance En) = =n = o° vers une gaussienne de variance no”. Cela implique la 


convergence de la solution du schéma vers celle de l’équation, comme pour le schéma 
upwind pour l’équation d’advection. En somme, la méthode opératorielle donne un 
résultat exact explicite, relativement facile à calculer et interprétable en termes de 
probabilité. Ce résultat se simplifie encore dans le cas particulier n = 1. 


Cas particulier n = } 


Dans ce cas, le schéma s'écrit 
unt) = lee + u”) 
j 2` J1 ' J+ 
La formule explicite donnant u H se simplifie : le marcheur est en j au temps 7 s'il a 
, n+j : ,n—j p. 
avancé ~~ fois et reculé fois 


M 1 a! 
“i Qe my Ady 
SC)! 


-n<j<nuw=0,f;| >n (8.20) 


On notera que, pour n pair et j impair et, pour # impair et j pair, Ze. pour n, j de 
£9 F, n_ n+j n—j : n 
parités opposées, u” = 0. En effet, + et =+ ne sont pas des entiers. Donc, u’ a 


: A sp n+j n—j 
des valeurs non nulles seulement pour 7, j de même parité, 54 et 54 sont alors 


des entiers. La cohérence des représentations de la solution du schéma est présentée 
ci-dessous. La formule donnant u? se réécrit 
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1 IN: 
= goof” (cosk) "et dk = z> («+ :) 27 dz 
27 Z 


En développant la puissance, on obtient 


, s/s >| Pin dp 
À T inc? 


Le seul terme non nul est celui devant z™!, soit 2p +j — n = 0, p = TL. Il 
> s fe A Ay : n 

n'existe que pour 7,7 de même parité, et on retrouve (19), ze u’ = (ri) pour 
a 


” = 0 pour »,j de parités opposées. En particulier, pour 


n,j de même parité, u; 
j=0, ý = a (4) pour # pair. En approchant les factorielles par la formule de 


Stirling, ue 
vV 2m n(2)” 2 


1 
27 1 n(5-)” — Jan 


La fonction de Green exacte pour T = 1, $ = 1, n = 5 donc œ = 1 vaut en j = 0, 


u © 


1 1 1 
G(0) = = = -uë 
(9) 2/rat Inn 2° 


Pour j Æ 0, l'utilisation de la formule de Stirling pour les factorielles donne 


.\ —(n+j)/2 .\ —(n—j)/2 
ue. a i geal (n+j)/ LT (n—j)/ 
J Nr n? — j? n n 


; fs i ig 
En développant au voisinage de + = 0 la quantité 


:\ —(nty)/2 ;\ —(n—])/2 
in((142) (1-4) ) 
n n 


on obtient l’approximation de u’ pour 7, j de même parité 


j 2 
un À exp (-£) 
J V2Tn n 
cioar -a_l ee Pag ee = 
mais z = spr et = F = 5, donc = = #, et -—= Jo = ==. Au 
final 
n 2 AE. (8.21) 
u: © ex ——— | = . 
J Strat P Gat g 
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soit le double de la fonction de Green G, de l’équation. En complément, uğ = 


TT m/2 „n [T 
Lf (cos k)"dk = Lf (cos k)” dk + cy | (cos k)” dk. Donc, sin = 2p, 
0 0 


0 
2p 2 = (2p)! n~ 2 
ty = Wa = Sone © 
T 2°? (p!) 27 n 


La fonction de Green du schéma est représentée sur la figure 8.2. Lannulation à 
une valeur sur 2 de j lui donne un aspect très oscillant. De plus, comme démontré 
seulement au voisinage de l’origine, elle vaut partout approximativement 2 fois celle 
de l'équation aux points où elle est non nulle. 


--- schéma explicite 
quation équivalente 


Fig. 8.2, Fonction de Green du schéma pour n = 3 comparée à (8.27). 


Conclusion 


Nous avons étudié dans cette section le schéma explicite pour l'équation de la chaleur 
1D, et obtenu des formules exactes par méthode opératorielle et par analyse de Fourier 
pour la fonction de Green du schéma. Nous avons ensuite obtenu une approximation 
de cette fonction pour # grand, d’abord directement, puis en passant par l’équation 
équivalente, qui a l’avantage (en dépit de sa non-validité pour une plage de valeurs de 
n ...) de conduire à des calculs plus simples, et de permettre de résumer le 
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comportement du schéma à l’aide du seul paramètre 6,. L'accord entre les simu- 
lations numériques et les formules (quelque peu heuristiques) proposées est bon. 


Pour la valeur particulière n = 1, la fonction de Green du schéma s'exprime sous 


forme simple. La convergence vers la fonction de Green de l'équation n’a pas lieu en 
un sens classique, mais en moyenne sur deux valeurs consécutives de j. Pour la valeur 


particulière n = i> la valeur à l'origine est donnée par une intégrale de Wallis. 


Le schéma explicite a toutefois une condition de stabilité restrictive, et il peut étre 
préférable d’impliciter, pour ne plus avoir à la satisfaire. La section suivante est 
consacrée à l’analyse du schéma implicite. 


8.1.2 Schéma implicite 


Considérons le schéma implicite, qui calcule uit par la formule 


a mol za = 20" ful cat 
Jt ig (8.22) 
ke h 


Il est d'ordre 1 en temps et 2 en espace [4]. (8.22) s'écrit aussi 


n+1 _ ,n n+l n+1 n+1 
u =u; 2nu; + ney + nee (8.23) 
où, comme plus haut, n = 4. Il demande la résolution d’un système tridiagonal 
à chaque pas de temps, donc le pas de temps est plus coûteux que pour le schéma 
explicite. Par contre, il est inconditionnellement stable, ce qui permet d’utiliser de 
grands pas de temps. En effet, en Fourier, (8.23) devient 


ee 


ue ne rs nn 
a = uh — Inurtl + me Hurt! + nel grt 
ce qui permet d’écrire 


TS 1 


ul 


~ 


See ae 8.24 
1 + 4n sin (k/2) (8.24) 


et le facteur d'amplification est toujours plus petit que 1, d’où la stabilité incondi- 
tionnelle. La fonction de Green s'écrit, d’après (8.24) 
TT 


1 . 
u? = (1 + 4n sin? (k/2)) "et dk (8.25) 
2T Jen 


ou bien, en utilisant la transformée en z 


1 : 
u” = =| (z —n(z—1)?)7?2" dz 
J 2iT C 
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Équation équivalente 


Léquation équivalente à un terme peut être calculée en développant le logarithme 
du facteur d'amplification au premier ordre 


=b ee ee E =) 5 
hs) = EE (Sr+5n +0(#) 


Léquation équivalente à un terme s'écrit donc 
1 1 
dru — Ayyu = 32 n + z 4x Ut (8.26) 


Par comparaison à (8.17), on déduit le paramètre caractéristique du schéma impli- 
cite b; = n + À (rappelons celui du schéma explicite : be = —n + 4). Le terme de 
ie on Sy > 6 aa . A >, : 6 : x 
dérivée ordre 4 est positif, ce qui rend le problème de l’équation équivalente à un 
terme mal posé, alors que le schéma est stable. Il apparaît donc la même difficulté 
que dans le cas du schéma explicite. La fonction de Green dans l’approxima- 
tion équation équivalente à un terme s'écrit, en gardant les bornes finies uÿ= 


Tw 
+] exp (~ank? + tanín + Hí + ijk)dk, mais il sagit d’une écriture for- 
=T 


melle. Une estimation de uj peut toutefois être obtenue comme précédemment, par 
la méthode de Laplace. Le maximum de l’intégrande est en k = 0, et, comme le 
résultat ne dépend que des coefficients du développement de Taylor de S au voisinage 
de k = 0, on obtient le résultat en substituant b; à be 


i h (14 3 %2 ( & 2) 
uë ~x —= a z 
9 2./mat 8 at 1 6 


Vérifions ce résultat en appliquant la méthode de Laplace à intégrale (8.25) expri- 
mant la solution du schéma, réécrite sous la forme 


T 


1 
u? m exp (—7ln (1 + án sin? (k/2))) cos jkdk 


qui s'écrit sous la forme (8.10), que nous rappelons ci-dessous 
b 
[= J exp (—np(k))q(k)dk 


En suivant la même démarche que pour le schéma explicite, on obtient le dévelop- 
pement asymptotique pour # grand 


rx | exp(- ( L G)) (8.27) 
N na npo) ata 2). : 


Schémas pour l'équation de la chaleur 


a et a Ss écrivent à partir des coefficients du développement de Taylor de p = 
In (1 + án sin? (k/2)) et q = cos jk. Calculons ces coefficients. En développant 


In (: + án sin? D)=E = — kí G =n? + 5) + O («°) 


on obtient pọ = 0, p2 = N, p4 = —4n(n + H. De même, 


1 1 
cos (jk) = 1- PE + +0 (4°) 


donc 


je 4 
er = 2 
90 R= =p, q4 = Er 


T4) 
ri)? 


rè 
Comme OF = ,G = ah = 1, on obtient, pour ap et æ 
G 


et, en revenant aux variables continues, ial oa (n + H = a x? + - (n4 
à). Dans cette formulation, le terme exp (— 7 ati apparaît sous la forme 1 — 7. Au 
final : L 
1 3h 1 x 
u” À 1+ — (n + =) | exp | — — 8.28 
J 2,/7mn ( Bar g’ P\ Zor GE, 
Ce résultat s’obtient en substituant dans (8.13) b; = n + ł à be = —N + é . Nous 


pouvons donc inférer de approximation (8.14) pour le schéma explicite celle pour 
le schéma implicite 


Eee One re a= ( :)) s(n 5) 
i v= +E (n+3))( Beat g] Pl TS) ens 


(8.29) 


Nous présentons des résultats de simulations numériques, et les comparons à cette 
formule. Pour des valeurs de n de l’ordre de l’unité ou plus petites, les courbes sont 
quasiment superposées, comme on peut le voir sur la figure 8.3 qui compare, a 
titre dexemple, G, obtenue numériquement pour 7 = 1 à (8.29). La différence 
est toutefois plus grande (mais 7 est aussi plus grand) que dans le cas du schéma 
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explicite. Elle est plus petite au centre que sur les bords, ce qui est attendu pour une 
approximation équation équivalente. 
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schéma implicite 

équation équivalente 

différence absolue 
D 
= 
© 
un 
Hie 
e 
Q 
© 
= 
D 
© 
= 
TD 


Fig. 8.3 Gs, son approximation (8.29) et leur différence. 


Le schéma implicite étant stable, il est possible d'utiliser des valeurs de 7 arbitraires. 
La figure 8.4 présente les fonctions de Green pour de grandes valeurs de 7 obtenues 
en allant au temps final en un petit nombre de pas de temps. L'écart relatif par rapport 
à la fonction de Green de l'équation devient significatif pour n grand, mais le schéma 
reste monotone, au sens où il ne génère pas d’oscillations. 


Nous étudions maintenant le schéma de Crank-Nicolson, inconditionnellement 
stable et plus précis en principe que le schéma implicite. 


8.1.3 Schéma de Crank-Nicolson 


Ce schéma, d'ordre 2 en temps et en espace [4], est la demi-somme des schémas 
explicite et implicite, soit 


u?! — yn al E EE Us 2u” +u? 
J Dé Jen J J J+ J J 
T 2h 2h 


En Fourier, il s écrit 
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--- eta = 20 


Fig. 8.4 Fonction de Green du schéma implicite pour de grandes valeurs de n. 


wrt + n(1 — cos #)) = (1 — n(1 — cos h)) u” 


et sa solution est donc, avec le facteur d’amplification 


1 — n(1 — cos $) 
k) = —— 
gt) 1 + 7(1 — cos $) 
a (h)"et* dk (8.31) 
= _8 e : 


Comme g(k) < 1, le schéma est stable pour tout 7. Le développement de son 
logarithme 

Ing = — En + Sky + O(K) 
s 12 


donne l’équation équivalente, qui détermine le paramètre du schéma, 6, = és ce 
qui est suffisant pour écrire approximation de sa fonction de Green. Appliquons 
toutefois, a titre de vérification, la méthode de Laplace a (8.31), réécrite sous la forme 


T 


u” = =] exp{z[/n(1—n(1—cos &))—In (1+n(1—cos k))]} cos Gk) dk (8.32) 


-7 


Les extrema de g ($) vérifient 
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d 1—n(1— cos $) sin k ; 
> = aR sin bk = 0 
dk 1 + n(1— cos k) (n — ncosk +1) 


soit k = 0 ou x. Pour # grand, la contribution dominante est celle en k = 0. Les 
coefficients p; intervenant dans |’approximation par la méthode de Laplace de (8.32) 
sont maintenant 


= 0 = = 1 : =1 = la Let 
po > P2 UE P4 2)? = ? Q= z3 2 94 = 24) 


Ils permettent de calculer 


On obtient 


de Te 12,1 NE eos 
ee nn ApS EARO 2n \n 2 8 Van Ann 16nn 
et, revenant aux variables continues 
F 1 2 h x? 
u: X — — lex = 
J 2 mn 16 at PU Gat 


Cette formule confirme la valeur b, = Ł. On notera que 6, = (be + b;) : ce résultat 
était prévisible, au vu de la définition (8.30) du schéma. 


Une approximation de G, valide au voisinage de l’origine peut être inférée comme 


pour les schémas précédents. Le paramètre du schéma est 6, = Ł, d’où 
l’approximation 
1 # 1 A? x? 1 xí 
G.~G,(1+——)(1-—-s — 8.33 
i a a ee) ( 16 22 =e 192 (ar) 82) 


Nous présentons des résultats de simulations numériques, et les comparons à cette 
formule. Pour des valeurs de 7 de l’ordre de l’unité ou plus petites, les courbes sont 
quasiment superposées, comme on peut le voir sur la figure 8.5, qui compare, a titre 
dexemple, G, obtenue numériquement pour 7 = 1 à (8.33). Nous avons tracé leur 
différence, qui est du même ordre que pour le schéma implicite. Elle est plus petite 
au centre que sur les bords, comme pour l'implicite. 

Le schéma diffère des précédents au sens où approximation (8.33) de G, ne dépend 
pas de n. L'écart relatif au voisinage de l’origine entre la fonction de Green du schéma 
et celle de l'équation doit donc être plus faible que pour le schéma implicite. La figure 
8.6 présente la fonction de Green pour différentes valeurs de 7. La prédiction est 
validée, avec un écart quasi indépendant de 7, jusqu’à une valeur seuil, où le schéma 


Schémas pour l'équation de la chaleur 


A «10 


--- schéma Crank-Nicolson 
équation équivalente 
différence absolue 3 


ND 
différence absolue 


Fig. 8.5 Gs, son approximation (8.33) et leur différence. 


génére des oscillations. Ces oscillations sont évoquées par Strikwerda, qui les attribue 
ala faible dissipativité du schéma pour de grands pas de temps |3]. Elles ont aussi été 
étudiées, ainsi que des techniques pour les amortir, dans [1]. Qualitativement, elles 
2 22 > : : — 1=n(=cos k) : _ 
sont générées par le facteur d'amplification g(k) = sr, qui, pour k = 1 


devient g(k) = ri ~ —1 pour de grandes valeurs de n. 


8.1.4 Conclusion 


Il existe un grand nombre de schémas discrétisant l’équation de la chaleur en 1D. 
Nous en avons analysé trois parmi les plus classiques : schéma explicite, souvent uti- 
lisé, en dépit de sa limite de stabilité restrictive, car le coût de calcul unitaire du pas 
de temps est très faible, schéma implicite et schéma de Crank-Nicolson, incondition- 
nellement stables. Nous nous sommes attachés à établir des résultats approximatifs, 
mais explicites, en particulier l’écart relatif à l’origine entre les fonctions de Green 
des schémas G, et celle de l’équation G,. Il s'écrit 


3 h 
Gee ar ae 


ta 
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--- eta = 3,5 
— eta=5 


Fig. 8.6 Fonction de Green Gs du schéma de Crank-Nicolson pour de grandes valeurs 
de n. 


Le paramètre b dépend du schéma et vaut respectivement be = —n + t, bi = 
n + i, pour les schémas explicite, implicite et 6, = ł pour Crank-Nicolson. Il est 
indépendant de 7 pour ce dernier schéma. Une approximation valide en principe 
seulement au voisinage de l’origine a été proposée. 


3 h 3 hx 1 hxf 
G;/ Ge P (1 + 32) (: — sir) EXP 32 an (8.34) 


Elle s'avère précise pour les trois schémas étudiés, comme illustré sur les figures. 


Léquation équivalente à un terme ne permet pas de prédire la stabilité des schémas, et 
conduit à des problèmes mal posés, alors que les schémas correspondants sont stables. 
Elle peut toutefois être utilisée pour le schéma explicite, dans le cas ł <n < i: 
Nous lavons aussi utilisée, associée à la méthode du col, comme moyen heuristique 


d'obtention de la formule (8.34) ci-dessus. 


Nous terminons ce chapitre par une courte section sur |’équation de la chaleur en 
2D. Le but est de montrer que des effets d’anisotropie peuvent apparaitre, mais qu ils 
sont peu sensibles sur maillage régulier, composé de carrés. 
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DEW Schémas discrétisant l'équation de la chaleur 
en 2D 


8.2.1 Schéma explicite sur maillage régulier 


En 2D, le schéma explicite s'écrit, avec n = $5 


um = (1 — 4n)u;,, + NU 13m ai NU + 13m + NH (m1) a NH m+) (8.35) 


Il est barycentrique, donc stable, pour n < i: Comme il fait intervenir le point (7, m) 


et ses 4 voisins, il est appelé schéma à 5 points. 


Dans ce cas, u? , peut être interprété comme la probabilité qu’un marcheur aléatoire 


dans le plan se trouve dans la case (j, m) au temps ». Il reste en place avec la probabilité 
(1 — 4n), avance ou recule d’une case suivant x ou y avec la probabilité 7. Pour la 
fonction de Green, le marcheur part de la case (0,0). C’est donc la somme de » 
variables aléatoires vectorielles. Le théorème central limite permet comme dans le cas 
1D de conclure à la convergence vers une loi normale vectorielle (vecteur gaussien), 
ie. vers la fonction Green de l'équation en 2D. 


Les résultats du 1D se généralisent, toutes les méthodes s'appliquent. La méthode 
opératorielle conduit à une expression de la solution comme une somme à deux 
indices pondérée de coefficients multinomiaux, qui a peu d'utilité pratique. Nous 
nous limiterons à présenter les résultats de l’analyse de Fourier, qui donne des résultats 
explicites simples. 


Analyse de Fourier 


Dans l’espace réciproque, (8.35) s'écrit 
BTE = ((1 — 4m) + 2n cos k + 21 cos Lyn” 


soit le facteur d'amplification 
k l 
g(k, D = (1 — án) + 2n cos k + 2n cos ! = 1 — 4n sin? (5) — 4n sin? (5) 


Le développement du logarithme du facteur d’amplification au voisinage de (k, /) = 


0 s'écrit, en notant (k, /) = «(cos0, sin 0), k = V k? + [2 


In g(k, !) = —Kk°n — 2 ¢ + > (cost 9 + sinf o)) + O (n) 
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Une anisotropie de mode 2 apparaît, comme pour l'équation des ondes traitée avec 
le schéma de Yee. En pratique, elle est peu sensible. 


Listons les références du chapitre 8. [2] étudie la validité de l'équation équivalente 
pour l’équation de la chaleur. Le chapitre [3] du livre de Strikwerda et le livre [4] 
de Thomée, très complet sur les équations paraboliques, analysent un ensemble de 
schémas, dont ceux présentés dans ce chapitre, mais aussi des schémas d’ordre élevé, 
et présentent des résultats de convergence en norme L?. [1] analyse les oscillations 
du schéma de Crank-Nicolson. 
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Conclusion générale 


Nous avons présenté dans le chapitre 4 de cet ouvrage un ensemble de méthodes 
permettant de comprendre et d’analyser quantitativement le comportement de sché- 
mas numériques pour des EDP linéaires. La description théorique des méthodes 
est complétée par un ensemble que nous espérons représentatif, d’applications à des 
schémas. Le chapitre 5, consacré à l’équation d’advection, présente une palette assez 
large de schémas, et les analyses les plus détaillées. Le chapitre 6 sur l'équation des 
ondes 1D se limite à un seul schéma, car les analyses du chapitre 5 se transposent 
sans difficulté particulière à cette équation. Le chapitre 7 sur l’équation des ondes 2D 
est focalisé sur un schéma d’ordre 2 suffisamment simple pour mettre en évidence 
avec des formules explicites les effets d’anisotropie. Enfin, le chapitre 8 présente trois 
schémas classiques pour l'équation de la chaleur. Nous espérons que ce livre aidera le 
lecteur non seulement à comprendre comment se comportent les schémas présentés, 
mais aussi à analyser d’autres schémas, appliqués à d’autres EDP. 
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Lappendice comprend trois chapitres techniques. Le chapitre 10 présente les trois 
types de schémas d’ordre élevé analysés dans le chapitre 5. Le chapitre 11 présente 
les fonctions spéciales intervenant dans la solution des schémas, et plus particulière- 
ment la fonction d’Airy et ses généralisations. Le dernier chapitre est consacré aux 
méthodes de développement asymptotiques d’intégrales, fréquemment utilisées dans 
les chapitres 5 à 8 pour établir des formules explicites approchant les fonctions de 
Green des schémas étudiés. Ces résultats, le plus souvent disponibles dans la littéra- 
ture, sont inclus pour que le lecteur puisse y accéder facilement. Ils sont présentés 
assez brièvement, en se référant à des ouvrages dédiés que les explorent plus en détail. 


Schémas d'ordre 
élevé 


Pour construire un schéma d’ordre élevé pour une EDP dépendant du temps, plu- 
sieurs méthodes peuvent être employées. La discrétisation simultanée en temps et en 
espace conduit aux schémas de Strang, présentés dans la première partie du chapitre. 
La seconde partie traite de l'opérateur de dérivée spatiale Qp, i.e. s'intéresse aux sché- 
mas semi-discrétisés. Nous nous limitons aux schémas utilisés dans le livre : schémas 
centrés et schémas décalés. 


PEE Schémas de Strang 


Les schémas de Strang sont des schémas 4 un pas, donc faciles 4 mettre en ceuvre, 
et d'ordre arbitraire. Ils ont été proposés par G. Strang dans les années 1960. Une 
méthode, simplifiant considérablement la présentation et l’analyse de ces schémas, a 
été proposée par B. Després [1]. Nous suivons son approche dans cet appendice. 


10.1.1 Génération des schémas de Strang pour 
l'équation d'advection à vitesse a 


Le symbole exact en Fourier de l’opérateur de transport sur un pas de temps T est, 
avec v = |, puisque %, = —ikau 
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exp (— ikat) = exp (— ikvh) = exp (— ikh)” 


Un schéma à un pas approxime cet opérateur exp (— ikh)” = z” par un polynôme 
P(z) en z = exp (— ikh), par exemple, pour le schéma upwind 


n+l _ on n n 
u = (1 v)u; + vua 
BTE (1 — vyn” + vexp(— ikhyn” 
P(z)= (1 — v) + vz 


Plus généralement, P(z) et z” doivent avoir le même développement de Taylor en 
z = 1 jusqu’à l’ordre p du schéma. Un schéma de Strang S% est ainsi caractérisé 
par son ordre p et son décalage s. En partant des égalités (10.1), paramétrées par le 
décalage s, 

2 = (1 e= (10.1) 


les schémas sont obtenus par développement de Taylor autour de z = 1 à Pordre 
p du second membre de (1) : on obtient ainsi le polynôme P, associé au schéma. 
Les contraintes de stabilité limitent les valeurs possibles des couples (p, s) à (s, 25), 
(s, 2s + 1), (s 2s + 2). Donnons quelques exemples : S? est obtenu en développant 


à l’ordre 1 (1 + (z — 1))”, soit 
(+(-D)’s14+v(z-1)=(1-v) + vz (10.2) 
(10.2) implique que S? s'écrit, puisque z = exp (— ikh) 
n+l _ == n n 
u = (1 v)u; + vu 


S? est donc le schéma upwind. Pour SL, on développe aussi (10.2), mais à 
Pordre 2 


A+(z- D) R1+v(z-1) — =v (1—v) (z 1)" = P? 


Le schéma S$ s'écrit donc 


1 
v)u? + vu’ av Ul v) (ay —2u + u”) 


soit le schéma de Beam-Warming (étudié dans la section 5.5). De même, S} est 
obtenu en développant à l’ordre 2 (1 + (z — 1))"*!z7! 


(+z 1)! ~ g7! } (v } 1) (1 z`!) - —v (v 1) (z—2- z7!) 


Le schéma Sl s'écrit donc 
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u” =] v)u’ + vu | 


4 v (1 v) (uj — 2u; + uj) 


1 
2 


soit le schéma de Lax-Wendroff (étudié dans la section 5.4). D’autres exemples de ces 
schémas sont étudiés dans le chapitre 5 sur l’équation d’advection. Le point essentiel 
est qu'ils sont générés simplement par une procédure facile à automatiser. Un autre 
intérêt de l’approche est de permettre leur analyse quantitative, comme expliqué dans 
le paragraphe suivant. 


10.1.2 Analyse des schémas de Strang 


Expression du facteur d'amplification 


Reprenons les notations de Després z = e” . Le facteur d'amplification g du schéma 
de Strang S; est, comme expliqué ci-dessus, le développement P5 ( e? — 1) de Taylor à 
l’ordre p du symbole exact. Donc, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral 
pour ce symbole exact, ou plus précisément pour la fonction 


fle = 1) = ae De (10.4) 


On obtient, en développant (10.4) 
1 f! 
fle — 1) = P(e” —1) + a = PT Ge — 1) de 
"JO 


si bien que le facteur d'amplification g est la somme de celui de équation et d’un 
terme intégral 


1 
£= Pa —1)- a a — PPT u= Da e? (10.5) 
-Jo 


L'expression explicite (10.5) de g permet en particulier d’estimer l'écart entre la 
solution de léquation de transport et celle donnée par le schéma. Le premier travail 
est de réécrire sous une forme plus maniable le reste intégral 


1 
I =f a — APEE Ee — 1))dt (10.6) 
0 


Nous allons le faire en détaillant les étapes, qui sont loin d’être évidentes. Notons 
e” — 1 = y l'intégrale (10.6) se réécrit 


1 1 
f= = | (1 — ep? (y)de 
L'Jo 
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En dérivant la fonction f, że. (10.4), à l’ordre p + 1, on obtient 


FEO? Gp) = (s+v)...(stv—p)(14 gy) t22 t = plasty) tv Pl yp! 


P 
AVEC Oy» = a] |e + v — r), donc (10.6) devient 
r=0 


1 
I = av | A= APA + yt? Poh yh tT dt = as pA 


1 
=f (1 — APA + mp) LR de (10.7) 
0 


Mais y = e”? — 1, donc (10.7) devient 


1 L 4)p( p10 _ 1)p+1 
= | (1 — t+)? (e 1) (10.8) 


= OT tt 
0 (1 + t(e = 1))etl-s-y 


Mais l'intégrale a une singularité en ¢ = 5 pour 0 = x,1 + te? — 1) = 1+ 
+(— 1— 1) = 0. Effectuons, pour éviter cette singularité, le changement de variable 
ci-dessous dans l’intégrale (10.8) 


i0 
; ev — z dz 
z=1ltte®-1)51-rH= À , dt = 
e 


Les bornes sont : ż = 0 > z = 1, t = 1 > z = e”, si bien que (10.8) devient 


e eiO O Pei O pet} e (10 yp 
dE f (e z)’ (e ) dz = f (e z) de 
1 1 


(ei? = 1)Pghtl—-s-y ef — 1 Zp+l-s-v 


Il wy a plus de singularité, mais l'intégrale est dans le plan complexe. Pour se ramener 
à une intégrale sur un intervalle réel, effectuons un nouveau changement de variable 
o € [0,0] tel que z = e”, soit dz = ie do, les bornes deviennent z = 1 > 
@=0,z= 0 — p = 0. On obtient donc 


8 (e 3 2102 : fe = ab ae 
2 E Jo — 
A = Arras ere ~ ie" do = ETE do (10.9) 
Mais e”? — e = 2i sin (£ 2) ois a , donc (10.9) se réécrit 
i Pe ip 3 0 = Pia 
A= 2 jet] pit f sin (GEV ett do =2i ts f sin ( OEV -edo 
0 ei s—v)o 0 2 

(10.10) 


En reportant (10.10) dans l expression (10.5) du facteur d'amplification g, on obtient 
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da P 
| 9 — 
g0) = ei | ca ( - £) eto- 6-0 Jo 
0 


Q P 
0 — 
g(8) = er = PP ay f sin ( 7 2) 6H) (9-9) gg) (10.11) 
0 


Le terme intégral au second membre de (10.11), différence entre le facteur d’amplifi- 
cation g(@) du schéma et celui de l’équation ¢e’”, a maintenant une forme explicite 
relativement simple. Elle permet notamment de montrer que les schémas d’ordre 
impair sont dissipatifs d'ordre p + 1, ie. |e(0)| <1—c(s)v(1 — v)oPt!, 


Després en déduit la stabilité en norme Z? de ces schémas. Comme leur équation 
équivalente à un terme est dissipative au même ordre, ce résultat permet aussi de 
prouver (chapitre 4) la convergence aux temps longs de la solution de l’équation 
équivalente, à un ou deux termes, vers celle du schéma. Des exemples d’analyse de 
schémas de Strang de différents ordres, avec des comparaisons aux résultats numé- 
riques, sont donnés dans le chapitre 5. 


Coefficients de l'équation équivalente 


Le résultat (10.11) permet également de déterminer directement les coefficients de 
l'équation équivalente. Il suffit de remplacer, dans l'intégrale (exprimant la différence 
entre le facteur d'amplification du schéma et celui de l'équation) au second membre 


de (10.11), Pintégrande sin (5% eilstv—§)(G-8) par son développement de Taylor. 


Comme à P 
sin ( £) = —— + 0(0?) 


2 


eitv-fyy-9) — 14 i(s Hv 2) (p — 0) + (0°) 


on obtient 


0 0-ọÑ? ; 2 8 [8—ç@\? 
i(stv—$)(~-8) Jo à p ; EA 
[ sin ( J ) e 2 do [ ( 5 ) a+i(s+v =) (@ — 0))do 


Les intégrales se calculent explicitement 


0 (0 — oN? 0 y\P =F 1 
ae A =e Z = 2 P P dy = ——(—1)?27?g?t} 
ea) ns COR Pee a ae 


donc le coefficient du premier terme de l’équation équivalente s écrit 


1 
n+l 
T asp (10.12) 


et le second 
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l (pt ( = 2) 
=o) i) s+v 3 Os p (10.13) 
Les coefficients des termes de dissipation et de dispersion de l’équation équivalente 
sont ainsi calculés sans passer par la procédure, quelque peu laborieuse pour les 
schémas d’ordre élevé, de leur calcul direct à partir de l'expression du schéma et du 
développement du logarithme de son facteur d'amplification. Par exemple, pour le 
schéma de Beam-Warming, on a œọ,2 = ivo — 1)(v — 2), le coefficient du terme 
de dispersion vaut 


1 : 
(— Dvw- 1)(v — 2) = Sv(v — 1)(v — 2) 
6 6 
et celui du terme de dissipation 
1 2 
—v(v — 1) (v — 2) 
8 
Pour le schéma LW, œ1,2 = $v (1 — v)? le coefficient du terme de dispersion vaut 
i 2 
=v(1 —v 
G ( ) 
et celui du terme de dissipation 
1 2 2 
=v“ (1 — v 
3 ( ) 


Pour les schémas d’ordre impair (s,2s + 1), le terme de dissipation domine, 


il vaut moa 7. Le terme de dispersion CDTI + v — 5) 


a p,24410?+ est secondaire, dans la mesure où l’équation équivalente à un terme 
rend déjà bien compte de la solution du schéma. 


Pour les schémas d’ordre pair (s,25), le terme de dispersion domine, il vaut 
sr) a0? Le terme de dissipation aO D taget? doit être 
pris en compte pour bien prédire la solution du schéma. Il en va de même pour les 
schémas d’ordre pair (s, 25 + 2). 


La plupart des schémas utilisés dans le corps du texte sont des schémas de Strang. 
Mais, comme des schémas centrés et décalés apparaissent aussi, il nous a paru utile 
de présenter brièvement aussi ces deux manières de monter en ordre. 


Schémas d'ordre élevé 


ST Montée en ordre en espace 


10.2.1 Montée en ordre par corrections successives : 
schémas centrés 


L'idée la plus simple pour monter en ordre, partant de l’opérateur Do, d'ordre 2, 
défini dans le chapitre 3 


h2 
Dou = ux + g a + os’) 
est de soustraire de Do le terme dominant lig de erreur, usy est approché par 
Do D+ D_, ce qui donne l'opérateur « corrigé » d'ordre 4: Q4 = Do — EDOD, 
Dans l’espace réciproque, D = z sin é, Q = $ sin £(1 + + sin? È): on a corrigé 
3 
le second terme du développement de Taylor de sing ~ Ẹ — E en lui ajoutant 


+ sin? È) qui compense ce second terme, et fournit un opérateur d’ordre 4. Par 


corrections successives, on obtient ainsi des schémas d’ordre 6, 8, etc. Systématisons 
cette idée en écrivant lopérateur d’ordre p (pair) sous la forme 


p/2-1 
Q, = Do aS fin (—1) "AD D)” 


m=0 


et déterminons les 4,, pour que Q, approxime l'opérateur dérivation en x à l’ordre 
p, ce qui s'écrit, en Fourier (Q, est un simple opérateur multiplicatif) 


Q = ik + OCP RPT) 


Avec £ = kh 


p/2-1 


2m 
sin E a, Am(—1)” (2sin (=)) = £ + O(é?"!) 
m=0 


soit, en posant 0 = sin (4), 


p/2-1 
01 — 02 >. am(—1)"(20)?" = arcsin 0 + O(9?T!) 
m=0 
ou encore 
p/2-1 ing 
arcsın 

am(—1)”(20)” = © + 00?) 

2 ee 


203 


204 


Analyse quantitative des schémas numériques 


arc sin 0 


6/1—62° 


Ensuite, les coefficients du schéma se calculent à partir des æm et de l’expression 


de Qp. Par exemple, pour le schéma d'ordre 6, on obtient un schéma à 7 points, 


avec les coefficients C 3, — 3, 0, 3, — à, a) Q, est imaginaire, donc le facteur 


d'amplification du schéma semi-discret est de la forme exp(iR(é)), R € R, donc 
de norme 1. Les schémas obtenus sont stables et non dissipatifs (en version semi- 


discrète) : ils conservent la norme LŽ. Le premier terme de l’équation équivalente 
q “4 


Maas 
gxP+1 


En somme, les 4,, sont les coefficients du développement de Taylor en 0 de 


pour ce type de discrètisation spatiale est un terme d’ordre impair, en . L'erreur 


porte sur la phase : ces schémas sont dispersifs. 


10.2.2 | Schémas sur grilles décalées 


L'idée est maintenant de stocker certaines quantités aux cloisons (indices j) et d’autres 
aux points milieu (indices j + 1) pour obtenir le bon centrage. Ces schémas décalés 
(ou staggered) sont surtout utilisés pour des systèmes. Prenons l'exemple de l'équation 
des ondes 3p u — 429,4 u = 0, réécrite comme un système 0,p = A Oyu, du = Ox p. 
Centrons les p aux points j + 1/2 et les u aux points f, soit 


d Uj+1 — Wy d Pj+1/2 — Pj-1/2 
212 | 228 tj = OY 4) j 
Pr — 4 ux > DR ee de a mers 


On obtient ainsi automatiquement l’ordre 2 avec une erreur divisée par 4 par rapport 


au schéma centré. En effet, Diu(x) = Meet = wx) x 


Uy + zh? 43x, alors que 
D,u(x) = eb hf elha X uy + 4% uzy. Un exemple de schéma décalé est le 
schéma de Yee, très utilisé pour les équations de Maxwell, et étudié dans le chapitre 
6. Dans ce schéma, la grille est décalée en espace et en temps. Il s'écrit donc (ordre 


2 en espace et en temps) 
n+1/2  ,n-1/2 His a 12) n+1/2  ,n+1/2 
ue LAE a Gye ur 
T h T h 
Il est possible de monter en ordre en espace comme pour les schémas classiques. Par 
exemple, le schéma d’ordre 4 est obtenu par correction du schéma d’ordre 2, i.e. en 
soustrayant le terme d’erreur principal Lh u3x. Lopérateur de triple différentiation 
est approché par une composition d’opérateurs différentiels, comme précédemment. 
u(x + h/2) — u(x — h/2) 
2h 


1 
=> Déu(x) = Dr u(x) — sqft Ds Do ux + h/2) 


1 
D? u(x) = Ux + T U3 x 


Schémas d'ordre élevé 


On obtient ainsi les coefficients pour des schémas décalés d’ordre arbitraire que nous 


BY ,2 59.94 


donnons pour l’ordre 4 : —37, —3, 3) 37. 


10.2.3 Conclusion 


Nous avons présenté, dans la première partie de ce chapitre les schémas de Strang, 
discrétisation simultanée en temps et en espace, en suivant [1], et, dans la seconde, 
deux manières de monter en ordre en espace : schémas centrés et schémas sur grilles 
décalées. Il y en a bien sûr beaucoup d’autres : schémas d’interpolation et schémas 
spectraux, schémas compacts notamment, pour lesquelles nous renvoyons, ainsi que 
pour les techniques de montée en ordre en temps à [2]. 
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Quelques fonctions 
spéciales 


Nous avons rencontré dans le cours du texte un certain nombre de fonctions spéciales 
apparaissant dans les solutions exactes ou approchées des schémas. Nous présentons 
en particulier la fonction d’Airy, qui est une approximation de la fonction de Green 
des schémas d’ordre 2 pour les équations hyperboliques, et ses généralisations, utiles 
pour les schémas d’ordre plus élevé. 


PEED La fonction d'Airy et ses généralisations 
11.1.1 La fonction d’Airy 


Cette fonction, introduite par l’astronome George Biddell Airy, apparaît dans plu- 
sieurs domaines de la physique, dont celui de la diffraction des ondes, où elle décrit le 
champ au voisinage des enveloppes de rayons, appelées caustiques. Au moins un ou- 
vrage complet [6], et des chapitres dans la plupart des livres sur les fonctions spéciales 
lui ont été consacrés. Nous nous bornerons à en rappeler les principales propriétés, 
et à décrire les méthodes que nous avons utilisées pour la calculer. 


Définition de la fonction 


Elle est définie pour ¢ € R par l'intégrale (11.1), impropre, car le module de l’inté- 
grande est constant 
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| 1 +00 | i ä 
Ai(t) = +f exp (izt + 3° )dz (11.1) 
—00 


Une autre représentation, montrant que Aż est réelle, est parfois utilisée 


1 fT® 1 
Ai(t) = =] cos (= + 52) dz 
0 


La fonction d’Airy est bornée sur R. Elle est oscillante pour # < 0, exponentiellement 
décroissante pour ¢ > 0. Elle apparaît (sur R) comme fonction de Green des schémas 
d’ordre 2 dans l’approximation équation équivalente. C’est une fonction analytique 
sur C. Pour ¢ € C, elle est définie comme 


RES ex EMS dw 
Oni C P 3 


—in/3 


Le contour C part de ooe et finit à coe/T/3, Avec le changement de variable 


w = — iz 
1 
Ailt) = =| exp (ia + =) dz 


Le contour part de 006/%7/6 et finit à ooe/T/6, il est équivalent à l’axe réel, et on 


retrouve la définition précédente de la fonction. 


Calcul de la fonction 


Des algorithmes de calcul sont disponibles pour cette fonction [4]. Ils utilisent, 
pour de petites (resp. grandes) valeurs de argument #, la série de Taylor (resp. 
les développements asymptotiques), et ont recours à lintégration numérique pour 
t = O(1). Mais la fonction à intégrer oscille et ne décroît pas, ce qui rend délicat le 
calcul de l'intégrale. Même pour des valeurs modestes de ¢, l'intégration numérique 
est imprécise. Le chemin d’intégration initial suivant l’axe réel sera donc déformé 
dans le plan complexe, pour se ramener à une intégrale moins oscillante, et plus 
rapidement décroissante. 


Le contour d'intégration peut être déformé pour |z| — oo dans les secteurs où 
[exp (42°)| = exp (-} |z|? sin30) — 0, soit sin30 > 0. Deux options sont pos- 
sibles. La première est d'utiliser le contour de descente rapide (CDR). L'avantage est 
que l’intégrande n’oscille pas et décroît rapidement, mais il faut le déterminer puis 
calculer le dg suivant ce contour. La seconde est de choisir un contour plus simple, 
moins optimal pour l'intégration, au sens où l’intégrande décroit moins vite et oscille 
plus que sur le CDR. L'avantage est que le contour est donné, ainsi que le dz. Nous 
présentons les deux options, en commengant par la seconde. 


Quelques fonctions spéciales 


Contour composé de demi-droites 


L'intérêt de se limiter à des demi-droites est que l'intégrale s'écrit plus simplement 
que pour un contour général, car le dz dans l'intégrale a un argument fixe. 


Le nouveau contour d'intégration est composé des demi-droites D(@) et D(a — 0) 
dangle 0 et x — 0 passant par l’origine, avec 0 € [0,7/3]. L'intégrale sur cette 
demi-droite D(@) est notée 


= | exp (a + ia) dz (11.2) 
D0) 3 


celle sur D(z — 0) 


L= / exp Ç 4 te) dz (11.3) 
D(x—0) 3 


Sur D(6), z = |z| (cos 0 +7 sin 0), exp (zx + 427) = exp (7|2| x(cos0 + ż sin 0) + 
3 |z|? (cos 30 + isin 30)). La phase de lintégrande a donc 


— une partie imaginaire : |z| x cos 0 + 3 |z|> cos 30. C’est elle qui génère les oscilla- 
tions de l’intégrande ; 

— une partie réelle : — |z| x sin 0 — 3 |z|? sin 30. La décroissance de la partie réelle 
facilite l'intégration numérique. 


Le choix 0 = 2/6 permet, d’une part de minimiser les oscillations en annulant 
|z|? cos 30 et, d’autre part de maximiser la décroissance en maximisant |z|? sin 30. 
Sur la demi-droite D(x/6), 


iz = itl (cos = + isin =) , iz? = =P, dz = (cos = Z + isin =) dl 


L'intégrale (11.2) s’écrit donc 


ala 


1 free i 3 
D ; exp ee oE dz 


1 +00 


; W es TE l3 
re) exp (id (os + isin Z) = 50°) (cos + isin) a 


La partie réelle de l’intégrande de 4 vaut Le 34 2#(— sin 1V3 lt + 4/3 cos 1V3 345). 
On obtient le même résultat pour Z- 


LT RE 
= — exp | izt + —2° | dz 
27 +i% 00 3 


i PTE 1 
ee k ep (il (— cos + in) - 38) (cos = — isin =) dl 
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Au final, il suffit donc de calculer, pour obtenir Az(¢) 


A fase Mee V3 1 1s 
2 Re (4) = =| (- sin et V3 cos £) exp (-5#) exp (-3! ) dl 
(11.4) 


Nous nous sommes assurés que le calcul numérique de l'intégrale permet de retrouver 
avec au moins 4 chiffres significatifs la valeur tabulée de la fonction pour quelques 
valeurs de #:1, 2, 0, —1,—2 de l’ordre de l’unité. Nous avons comparé, pour des 
valeurs négatives de #, le résultat de l’intégration numérique de 11.2 à celui du 


développement asymptotique (11.12) à un 7 cos E PE — 7) ou deux termes, qui 


intègre une correction multiplicative : 


142 Ie sin (214 - 2 
48 sin 3 4 : 


t Intégration Développementa Développement à 
1 terme 2 termes 

—5 0,35076 0,349 68 0,3509 

—7 0,184 28 0,185 97 0,185 09 

—10 4,0241x 107? 3,9209x 107? 3,9338 x 107? 

—20 —0,17641 —0,176 64 —0,176 80 


60 5,6215x 10 2 5,6106 x 10 2 5,6106 x 1072 
100 4,6469 x 1072 4,5778 x 10 2 4,577 8 x 107? 


En pratique, l'intégration est faite jusqu’à une borne B. La borne de l’intégrale est 
OO 
choisie pour que la partie soit petite. Grâce au facteur exp (— 30 ), B=5 est 


largement suffisant. 


Intégration le long du CDR 


Le contour de descente rapide (CDR) est celui où la partie imaginaire de la phase est 
constante (on peut donc l’extraire) et donc, puisque la phase de l’intégrande est une 
fonction analytique, où sa partie réelle varie rapidement, z.e. décroit de part et d’autre 
d’un maximum. Il est utilisé dans la méthode du col pour calculer une approximation 
explicite de l'intégrale pour de grandes valeurs de l'argument. Les résultats de cette 
section sont présentés d’une part pour donner une méthode de grande précision de 
calcul de la fonction d’Airy, et d'autre part comme exemple de mise en œuvre de la 
méthode du col. 


Cast>0 


Traitons d’abord le cas t > 0. Le changement de variable z’ = +!/?z permet de 
réécrire l’intégrale sous la forme la plus classique pour appliquer la méthode du col. 


Quelques fonctions spéciales 


¿1/2 p+o0 1 
AD = >— oP it?!” (- + =) dz (11.5) 
Les chemins de descente rapide passent par les points col vérifiant z? + 1 = 0: 


Z = ti Le CDR passant par z = +/ a pour asymptotes les demi-droites de 
décroissance rapide du terme dominant de —+ |z|? sin 30 soit 0 = 21/6,0 = 57/6. 
La déformation de l’axe réel sur ce CDR est licite, że. il est équivalent au contour 
initial. En effet, les sections de cercle e”? RO € [0, x/6| ; [52 /6, x| permettent de 
fermer le contour, ce n'est pas le cas pour le CDR passant par z = — i. 


Au point col i, iz, + iz = -4, la partie imaginaire Im (42 + 225) est nulle. Le 


CDR a donc pour équation Im (iz + 225) = 0, soit 
i x 1 + \3 1 3 2 
Ber ye EEA — xy +x=0 


Cette équation a 2 racines yp = +,/1 + 5x, Le CDR est décrit par y} : pour 
V3 


x — œ, y+ ~ Xx. Par symétrie, nous nous ramenons à l'intégration sur le 
demi-CDR C, situé dans le demi-plan x > 0, et (11.5) devient 


21/2 +00 1 
Ai(t) = ——Re exp it?/? | z+ 22 | dz 
T P 3 
—00 


Le long de C}, Re (i(z + 52°)) = -4, [1 + x? (42° + 1) , d’où l’expression 
(11.6) de la fonction, pour ¢ > 0 


#1/2 +00 2 1 4 
Ai(t) = — esp =a 1+ z” ($e + 1) dx (11.6) 
+00 
Par exemple, Ai(1) = Lf exp (41 + tx? (42 + 1)) dx = 0, 135 29. On 
0 


retrouve le résultat des tables [1]. 


Cas t<0 


Pour ¢ < 0, 


|z|! +00 1 
Ai(t) = zS exp i |t|? (-2 + 5#) dz 
27 Jo 3 


Les points col sont donc ze = +1. Nous nous ramenons, par symétrie, au demi- 
CDR noté Cy, passant par ze = +1, situé dans le demi-plan de droite x > 0. Le 
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demi-CDR passant par z = —1 est son symétrique miroir, si bien que la fonction 
est deux fois la partie réelle de l’intégrale le long de la courbe Cz 


Es 13/2 1 3 
Ailt) = Re exp i |t| —z+-2° | dz (11.7) 
T Cy 3 


La courbe Cy est composée de deux branches ayant pour équation 


— pour x € [0, 1] 


COEN oe eee (11.8) 
YTV 3x 3” 
— pour x € [1, 00[ 
ss (11.9) 
~ V 3x 3 i 
Les asymptotes respectives sont les demi-droites 0 = —7/2,0 = x/6. Lexposant 
dans (11.7) s'écrit 
1 1 2 2 2 
i(-2+ 5#) = y — x?y + a ao 5, C+ i)? (x—1)y a 
[3/2 _ 


Sa partie imaginaire est constante, et vaut —3, d’où un facteur cos $ lé 

isin + 14132. La partie réelle de cette quantité introduit une décroissance expo- 
p 2 > 

nentielle exp (—|2/9/7 + (2x + 1) (x — 1) ») de l’intégrande de (11.7). 

Considérons la partie de Cz allant de 1 à coe/T/6 

donc 


, Sa contribution à (11.7) s'écrit 
1 +00 2 3 

C=-R —|472 — (2x+1 = 
z ef exp (—|t| x C*+ ) (x )») 


2 2 
x (cs |z — isin A We) (dx + idy) 


Mais, puisque x € [1,00[, y est donné par (11.9), donc 


3 _ 
5-4 2a 14 ie) =13 
x 3x 3 3x Tiei Ca 


C est donc la somme des deux intégrales 


1 a 2 2 2 1 2 
Jes —|+)3/2 2 (2 i AN. fe eb ex = |2152 | dx 
1 i =o Jel 9x (2x + 1)" (x-1) + ) (cos: |z| 


Quelques fonctions spéciales 


SL 3/2 2 2 2 E 
=] ap (1 5, 28 +1) (x — 1) lat 
= 
x (sin 112) NS = =e. à 

3 3 x3 (x — 1) (x +2) 


Considérons maintenant la partie de Cy allant de coe ’7/* à 1, où 


y= -,/ = =] 5x, y est donné par (11.9), donc 


d 2 1 14/3 x5 — 1 
TT Re EE 
al x 5 =) 


SPF et +2) 
he eee ee Zz 
i(-+ 52") = 5, 2" +1) (x 1)y a 


Sa contribution à (11.7) s'écrit comme la somme des deux intégrales 


n=if ox ri) ae) re eee? dx 
a 0 9x 3x 3 3 


k= 1 fap — [222 > (2x + 1) (1— x) A pus 
T Jo 9x 3x 3 
2 3 = 
x (sing HP?) eg 
x’ (1 = x)” (x +2) 
En somme, la fonction est la somme des 4 intégrales ci-dessous, multipliée par |#|!/2 
141172 
Ai(t) = = (h+h+5+ i) (11.10) 


Calculons a titre d'exemple Ai(—1). Intégrant numériquement, on obtient 


+00 
Î exp ( = (2x } 1)? (x 1) + 14 $x? (cosż)dx = 0,471 68 


f = 2 (2x 
f æl 2 (2x+1) (1 


1)? (x — 1) /2 — 14 4x2) (sin?) BE de = 0,315 84 


3 S38 (x —1)2 (x +2) 


x? (cos) dx = 0,408 70 


Sy 

|S 
= 

oo 


1 
2 . -3 
Î exp ( A (2x 1) (1 x) = 1 $x? (sinż) tao = 0,486 29 
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Ai(—1) ~% L(0,471 68 + 0,315 84 + 0,408 70 + 0,486 29) = 0,535 56, ce qui est 
bien la valeur des tables. 


La méthode est adaptée pour la fonction d Airy classique, car l'équation du CDR est 
explicite. Elle permet, associée à une méthode d’intégration numérique adaptée, de 
calculer précisément la fonction. Nous n'avons toutefois pas trouvé, pour # < 0, de 
différence significative avec la méthode de la section précédente, ze. entre (11.4) et 
(11.10). Pour les fonctions d’Airy généralisées, il faut d’abord déterminer le CDR, 
ensuite intégrer dans le plan complexe avec un dz suivant la tangente au contour, donc 
calculer une intégrale avec un dz = dx + idy général. C’est ce qui motive les contours 
simplifiés proposés dans la section précédente, et l’utilisation de développements 
asymptotiques, qui fournissent des formules explicites. 


Développements asymptotiques 


Le calcul d’intégrale est nécessaire pour ¢ = O(1). Pour |¢| assez grand, la fonction 
peut être approchée par son développement asymptotique, obtenu par la méthode 
du col. Le développement valable pour ¢ complexe s'écrit 


lasse 
Ailt) À —=t 1/4 675' , pour — m +€ <argt< m — eE 


2V7 


La branche de coupure pour t!/? et 5 l/# est le demi-axe réel < 0, et nous choisissons 


1/2 ,i0/2 


la détermination principale : si ¢ = |z| e”, #12 = |; . Nous utilisons 


principalement le développement pour ¢ réel donné ci-dessous. 

Pour ¢ réel positif, le résultat précédent s'applique avec argt = 0, Ai(t) © 
e 
I 
Pour ż réel négatif, le résultat précédent ne s'applique pas car arg t = x. Le dévelop- 
pement est la somme des contributions des points col z = +y —t. Il s'obtient aussi 
par la méthode de la phase stationnaire. Son premier terme fournit l' approximation 


1 2 1 2 
Ai(t) © Fz [#17 1/4 sin E LA? + =) E [#17 1/4 cos E I|? — =) 
(11.11) 


3 
= —242 m~ eng f | 
t—'/4e~3"* , C’est la contribution du point col z = +,/5. 


3 re ek 4 
Posant 5 |¢|2 = ç, le développement complet s'écrit 


; 1 z r = . TT 7 24 
Ailt) © F Izl 1/4 (cm = pP = Dogs 2k sin (s — =) 2A E Dopis ARTA 


r(3k+4}) 
SAT (k+ ae! 547 () 
terme du développement introduit donc un facteur correctif multiplicatif 


LS pe 2 3 
(1+ 311 sin (2121? +). 


Les coefficients valent cp = 


aoe 
= 4. Le second 
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L'erreur est majorée par le terme suivant du développement, dans ce cas une erreur 


13 
relative oç 7” = ASS ¢ 7“. Elle est faible même pour des valeurs de l'argument 
z 
de quelques unités (pour + = —5 nm) (3 isl?) = 1,203 1 x 1075) 
Le, P ~~? §427(3)2 \3 > i 


11.1.2 _ Fonctions d'Airy généralisées 


Elles sont définies spécifiquement pour décrire la solution des schémas dans l’ap- 
proximation de léquation équivalente, et n’ont pas la portée générale de la fonction 
d’Airy. 


Fonction d'Airy dissipative 


Elle est définie par 


3, b 1 Te . ze b 4 
Ar’ (t) = De exp | izt + cs — 3° dz (11.12) 
—00 


et apparaît pour calculer la fonction de Green de schémas d’ordre 2 dissipatifs (sec- 
tions 5.4 et 5.5). Calculons quelques valeurs dans un cas tabulé dans [3] 6 = 0,5: 


+00 3 
A5 (1) = +f exp (iz + 1& — Bz4)\de = 0,1732 
—00 


+00 
ABS) =] eph- +f — 0524) de = 0,42603 
=00 

Elle peut être aussi ramenée à une intégrale réelle. Le chemin de descente rapide a 
maintenant pour asymptote laxe réel positif. Mais, comme b est petit, le comporte- 
ment de l'intégrale est piloté par le terme cubique, même pour & assez grand. Une 
solution possible est d’intégrer sur une demi-droite d’angle intermédiaire. Chin et 
Hedström [3] prennent par exemple 0 = GID = 


Fonction d'Airy Ai* 


Elle est définie par 
= | ot bA d=—| (zt) r Z 
A on TES = SE d: 
1 exp | zz Zz IZ j cos (zt) exp Z 


(11.13) 
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+00 
; ; ; ; 1/3 , 
C’est une fonction paire, pour ¢ > 0, Aif (t) = 5 exp 14/3 (iz = z2') dz. 


—CO 
Elle est plus simple à calculer numériquement que la fonction d’Airy, puisque, sur 
le contour initial, Pintégrande est décroissant. 


3 im /6 151/6 


Les points col vérifient z? = 4, soit z = e™ °, z =e Z = —i pour # > 0. Les 
points à retenir pour le calcul du développement asymptotique sont les 2 premiers. 
En effet, le CDR équivalent au contour initial passe par ces points. 


Im (¿(x + iy) — F(x + iy)*) =x- x y + xy, Léquation du CDR est donc 
x— ey + xp = 3/3. Il a pour asymptotes les demi-axes. Appliquant la méthode 
im /6 


du col, la contribution du point e’”/° vaut 


1 
C= pe ESNE exp 14/35 
TT 


Reportons dans cette expression les valeurs de S et de S”, soit 


1 1; 3 3 
S = ig—s24 = ie’? /6 — 2679 = 2” 3— z 


A 


=gh 322, (S851 2 Wer) 


On obtient 


a, stil im /6 1 3 4/3 3 4/3 
C= grn ) exp in V3: exp Far 


a contribution du point e en est le conjugué. Le premier terme du dévelop- 
L tribution du point el jugué. Le p t du dével 
pement asymptotique s'écrit donc 


2 3 3 
Ve cos (ivs. = z) exp (-3#”) (11.14) 


Nous comparons dans le tableau ci-dessous le développement asymptotique à Pin- 


—in/6 


tégration numérique pour quelques valeurs de # : la précision relative est de l’ordre 
du % à partir de ¢ = 10 


t  Ai*(t), d.a.(14) Aif (t) intégration (13) 
6,280 2 x 1072 6,632 3 x 1072 
3,405 2 x 1073 3,177 6 x 107 

10 4,101 4 x 10 4,1215 x 1075 


20 —2,4054x 10719 —2,4024 x 10710 


Quelques fonctions spéciales 


Fonctions d'Airy d'ordre plus élevé 


Elles servent à décrire les fonctions de Green des schémas d’ordre élevé. On distin- 


guera le cas pair 
1: fF 1 
Ai? (t) = +f exp | izt — — 3? | dz 
27 Joo 2p 


et le cas impair, où deux termes sont nécessaires dans l’exposant 


1 +00 Z2PTI b 
APPT) = =| exp | izt + i——— — ———2P *? | dz 
27 Jo el Doe 
Dans le cas impair avec 6 = 0, l’intégrale définissant la fonction est une inté- 


grale oscillante : son module est constant. Son calcul effectif passe donc par une 
déformation du contour, comme expliqué plus haut. Une solution simple est d’in- 


tégrer suivant la demi-droite dangle @ où ig’?! = ;e(22+16 


0 = 


réel négatif, soit 


7007 


Fonction Ai? 


Cette fonction est donnée par 


Z 1 +00 2 
A(t) = = exp aoe dz (11.15) 


—C0 


Intégration numérique 


it : . nl : 
Lintégration est suivant 0 = To™> 1.6. 


+00 
ae WN ae 
Ai? (t) = | exp (i (cos + isin ee =) ) (cos + isin =) dl 


“ee 16) 
Comme 
| T .. T T aa T T 
exp itl (co + isin =) = (costs cos rT + isin (a cos =)) exp (-1 sin =) 3 
(11.16) devient 
APA) = T (cos = cos (a cos =) — sin = sin (a cos —)) exp | —#/sin ete ip dl 
m Jo 10 10 10 10 10 5 
(11.17) 


Quelques valeurs ont été calculées numériquement, et reportées dans le tableau plus 
bas. Elles sont proches de celles calculées par Chin et Hedstrôm [3]. 
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Développement asymptotique 


Pour ¢ < 0, il y a 2 points de phase stationnaire sur l’axe réel en +1. Le changement 


1/4 


de variable u = |#|°/* z permet d'écrire 11.15 


1 Al 
AO = = |e" is exp ET (2 = 52)) de 


Le développement asymptotique à un terme s'écrit donc 


Aie) = — ÉD 

I(t) X —— cos (- IE = — 
Jnl 5 4 

—t Développement Intégration 

6 0,184 01 0,186 21 

10 0,107 91 0,109 87 

20 —8,2656x 1073 —7,4039 x 1073 

40 —4,081 4 x 1072 —4,1068 x 1072 


60 5,610 6 x 1072 5,621 5 x 1072 
100 4,5778 x 1072 4,6469 x 1072 


Contour de descente rapide 


Le calcul du CDR peut être fait explicitement, mais les formules font plusieurs lignes. 
Nous n'avons donc pas poursuivi dans cette voie. 


Primitive de la fonction d'Airy 


Elle est définie à partir de la représentation intégrale 
1 ice | 1 
PAi(t) = =] — sin (= + 5#) dz 
T Jo Z 3 
Avec cette définition, la primitive calculée varie entre —1 et 1. En effet 
: i is (zt)d: : (£) 
— — sin (zt)dz = =sgn(t 
T Jo Z 2 8 


Après rotation du contour de 7/6, l'intégrale à calculer est 


+0 ] i 5 +00 ] P 1 à 
f ze (r+ 52°) de= | Zap (e we a 52) de 
0 8 3 0 i 3 


Quelques fonctions spéciales 


+00 
sa partie réelle Re = Lf + sin (4./3zt) exp (— Let — ł2°)dz 
0 


ray = 2 EE Lae Li Le Fetes 
1 x TN. 2 Z EXP 2° 37 Z 6 


La primitive de la fonction d’Airy dissipative s'écrit 


b +00 2 +00 ] 1 b P 
Ai PAP) = DR cop (ier + 5-224) d= =] ain (a+ 52°) ew (—22") de 


L'intégration numérique selon le demi-axe réel fonctionne, grace à la décroissance 
exponentielle. 


Conditions initiales gaussiennes et fonction d'Airy 


Considérons l’équation d’advection discrétisée avec un schéma ordre 2. Léquation 
équivalente à un terme du schéma s'écrit 


1 
Ut + au, = T3 ce 


Considérons une condition initiale gaussienne, 


ous ( =) 
U\X, = —a ex —— 
VAUT 


Gk) = e? 


de transformée de Fourier 


Suivant la méthode usuelle, la solution est obtenue par transformation de Fourier 
= D RE eres oh 3 Qe à 
Up + ikau = ik? Cu, u = exp = t — bk“ — ikat 


Par transformation de Fourier inverse 


1 Q9. al ee. , = 
“= mia exp (304 bk“ + ik(x a) dx 


Lexposant se réécrit 


1 1 b 
e = iz etk? — bk? + ik(x — at) = izet G + 24) + ik(x — at) 


ct 


Complétons le cube 
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fl 1 4 i Lps a 
Fr tae ae ar rise PN E t 


1 2 3 oo+ib 1 2 
v= pop ( 4 tta- a) f exp CRETE) dl 
c c 


27 3 c2r2 oot ib 
On peut ramener le contour sur laxe réel, si, quand R > œ, J > 0 


R+i4 1 2 
r= | exp (iar ee + il(x a) 
R 3 


ct 


b 
a 1 b? 

a= | exp (aver iy)? | FR + iy) + i(R + iy)(x 7) dy 
0 c 


Le terme dominant de la partie réelle de exposant est —ctR*y — —oo pour R > 
co, donc J > 0 et 


1 26 b R de. bo 
u = — exp (G+ te-a) [ (ia + at) +=) dl 


2; 
La solution s'exprime à l’aide d’une fonction d’Airy d’argument wis ((x — at)+ £) 


PREE, b Nr a 6? 
=a E E (« ces aa) | (an (« en D 


Le cas particulier b = 1/4, u(x, 0) = > exp (— x), (ct)! = a est présenté dans 


le livre de Vallée et Soarés [6], avec plusieurs figures. On obtient dans ce cas 


1 1 Ih satya l 
“= re exp ETC — at) + zig) G («« =a =) 


Quelques fonctions spéciales 


Comme la condition initiale est régulière, la solution du schéma converge vers la 
solution de l'équation, z.e. la condition initiale translatée de at. Vérifions ce résultat 
au voisinage de x = at. 


En x = at, le développement asymptotique de la fonction d’Airy AE) N 


CLS 2 L Doei ya l 
2a ENS GP. donne u(x = at) e On retrouve donc 
u(at, t) © = = u(0,0). 


Pour (x — at) +4 Z >0,si(x—at) << = 2 , utilisant le développement asymptotique 
ct PP ymptotiq 


de la fonction @’ es AT ((x — at) + ey) 


2N Z 3 
f 3 G at) + =) = see. h Lae at)+ Ze at)? O((x at)) 


(ct)1/2 3 3 ct? | ct 


b? = (ct) 1/3 2 6 b 1 à 
Ai (Sa a) +) op (Fa t oa + Der at) 


à 


On obtient au final 


°° e(z A ) 


soit la condition initiale translatée de at. 


En conclusion, la solution de l'équation équivalente à un terme pour un schéma 
d'ordre 2 avec conditions initiales gaussiennes a une expression explicite, produit 
d’une exponentielle et d’une fonction d’Airy. Bien que nous n’ayons pas considéré 
ce cas dans la partie Applications, il nous a semblé utile de le présenter. 


PEED Fonctions de Bessel 


Elles ont été intensivement étudiées, notamment pour résoudre des problèmes aux 
limites à symétrie cylindrique. Elles apparaissent dans la solution (section 5.2) du 
schéma centré semi-discrétisé. La fonction d’indice entier j et d'argument z est définie 


par 


1 (7 1 1 
Je) = =] cos (z sin 0 — j0)d0 = Ref exp i(zsin@ — j0)d0 
IT Jo T 0 


Pour de grandes valeurs de leur argument ou de leur indice, elles peuvent être ap- 
prochées par leur développement asymptotique, obtenu par la méthode de la phase 


stationnaire. Par exemple pour z grand, le point stationnaire vérifie cos@ = 4. Il 
existe pour j < z, et la phase stationnaire donne le développement de Debye ([1] 
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formule 9.3.3). Ce développement est valide pour des valeurs de j et z pas trop 
proches. Sinon, il faut utiliser le développement de Watson ([1] formule 9.3.4). 


De nombreuses représentations intégrales existent, dont celle d’Eckert [1]. 


La référence classique sur les fonction spéciales est [1]. L'ouvrage [6] est dédié à la 
fonction d’Airy et à ses nombreuses applications, les articles [3] (contenant des tables 
numériques et graphiques), [2, 5] à ses généralisations. Enfin, le livre [4] présente un 
large choix de méthodes de calcul numérique pour les fonctions spéciales. 
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Développements 
asymptotiques 
d'intégrales 


Trois méthodes de développements asymptotiques d’intégrales, ayant des points com- 
muns, mais aussi des spécificités, sont présentées dans cet appendice : méthode de 
Laplace, méthode de la phase stationnaire et méthode du col. Toutes ont pour but 
d’estimer des intégrales, dépendant d’un grand paramètre À, de la forme 


r= | foo exp (AS(x)) dx (12.1) 
C 


Plus précisément, elles permettent d’obtenir le développement asymptotique de 7 
pour À — oo. Les hypothèses sur les fonctions S et f et sur le contour C seront 
définies pour chaque méthode. L'idée générale est que les contributions essentielles 
à l'intégrale viennent de voisinages de points particuliers (dits « critiques »), où S 
a un extremum. Il est donc possible d'approcher l'intégrale en se limitant à ces 
voisinages. L'intégrande sera approximée en remplaçant f et S par leurs développe- 
ments de Taylor, et en étendant les bornes à linfini, pour se ramener à une intégrale 
« étalon » explicitement calculable. Au final, des formules d’approximation expli- 
cites, ne dépendant que des valeurs de f et S et de leurs dérivées en ces points 
critiques seront ainsi obtenues. Ces méthodes permettent en particulier d’obtenir 
des approximations sous forme fermée des intégrales donnant les solutions des sché- 
mas discrétisant l’équation d’advection, obtenues par analyse de Fourier, ou par la 
méthode de l'équation équivalente, sous les formes respectives 
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E r na r 
he Q,(k)"u0 (k) e" dk 


+00 1 re 
u(x,t) = +f exp[ik(x — at) + X qmGk)" ru (k)dk 


m=2 


Le grand paramètre est n ou #. Le contour est tout ou une partie de l’axe réel. Les 
trois méthodes sont complémentaires. La méthode de Laplace est la plus ancienne 
et la plus simple conceptuellement, le contour est dans R et la phase S est réelle. 
La méthode de la phase stationnaire traite aussi de contours dans R, mais avec une 
phase 7S imaginaire. Ces deux méthodes sont en général d’application simple, et se 
généralisent au cas multidimensionnel. La méthode du col traite du cas où C est un 
contour dans le plan complexe, et où S et f sont des fonctions analytiques. Sa mise 
en œuvre peut s'avérer délicate, particulièrement la phase de déformation du contour 
initial vers le contour dit de descente rapide, passant par un ou plusieurs cols. Mais 
elle permet de traiter des cas hors de portée des autres méthodes. Le but du chapitre 
est de présenter les grandes lignes de ces trois méthodes, de rassembler les formules 
les plus utiles, en renvoyant aux références pour des démonstrations plus détaillées 
et des exemples. Nous commencons par la méthode de Laplace. 


DPA Méthode de Laplace 
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Elle permet d’estimer, pour des valeurs grandes du paramétre A, des intégrales, sur 
un intervalle fini ou non de l’axe réel, de la forme 


b 
TX) = i f(x) exp (AS(x)) dx (12.2) 


S(x), f(x) sont des fonctions réelles régulitres. Supposons dans un premier temps, 
pour présenter simplement l’idée de la méthode, que S atteint son maximum non dé- 
généré en un seul point, noté xp, ze. S'(xo) = 0, S” (xo) < 0. La fonction exp À S(x) 
a un maximum d’autant plus piqué en ce point que À est grand. L'intégrale peut 
alors être approchée en ne considérant qu’un petit voisinage du point x. En effet, les 
contributions des intervalles ]x0 + €,00[ , ]—00, xo — €[ sont d’autant plus petites, 
et approximation sera d’autant plus précise que À est grand. 
xpte 
IO) & f(x) exp (AS(x)) dx 


X0 —E€ 


Remplaçons f S par leur développement de Taylor, 


1 
f(x) & f (x0), S(x) © S(x) + 75" Go)(x — xp)” 


Développements asymptotiques d’intégrales 


ICA) ~ f Go) exp AS(x0)) Ze 


où J, est l'intégrale 


xo +E 1 
L = J exp 545" Go) (x — x)” dx 
xo—E 
Avec le changement de variable t = ./—AS’ (xo) (x — x0) 
1 EVT ASMUS) ig V27 
eao a ee 
rl ? JAS o) 


Les bornes de l'intégrale tendent vers linfini, ce qui permet de se ramener à une 


+00 
intégrale (gaussienne) J exp (— 1 t°) dt = V27, et au final, pour À —> 00 
—00 


2 
IQ) © as f (x) exp AS (x) (12.3) 


Le résultat (12.3) peut être démontré plus rigoureusement comme suit. Effectuons, 
ce qui est possible au moins localement, au voisinage du maximum, le changement 
de variable S(x) — S(xo) = — y, x = @(y). Restreignons l'intervalle d'intégration à 
[—6, ô]. C’est licite puisque les contributions des intervalles négligés sont exponen- 
tiellement petites. 


5 
IQ) = exp aseo) f exp (ADF OOP Ody 


ô 
I (A) ~ exp asco) f exp (AD FOM O) + FCD (—»))dy 


Appliquons à cette intégrale le lemme de Watson. Dans sa forme la plus générale, ce 
lemme fournit le développement asymptotique d’intégrales de la forme 


oa) = f XP T (x) exp (—Ax%) dx 
0 
Il s'énonce ainsi 


1. upon (EEB\ FOO 
(A) © DA GRAVE (= Ayr’ ) 
k=0 ` 
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OO 
Il est fondé sur l'identité / xÊ! exp (—Ax*)dx = aA We yet > 0, et le 


développement de Taylor de f. Nous renvoyons aux références pour la démonstration 
de ce lemme. 


Le cas à traiter correspond à œ = 2, $ = 1. L'intérêt de la méthode rigoureuse est 
quelle permet d’obtenir les termes successifs du développement asymptotique. On 
obtient ainsi : 


_ | 2x L TG+4) 4 


Les coefficients s'expriment récursivement : 


T+ fa) 25(@)— SIN F2 
TE Sn (=) Fe) ( (x — xo)? ) 


Par exemple, notant fj, $ les coefficients de Taylor respectifs de f S au point col 


_Lif, 3Sf 3% BS, 
SN 2a ae ee 


X=X) 


Donnons un exemple simple d’application. Considérons l’intégrale définissant la 
fonction I 


CO 
T(n+ 1) =f t"e ‘dt = n! 
0 


Calculons le premier terme de son développement asymptotique pour 7 grand. Le 
changement de variable ż = nx permet d'écrire l'intégrale sous la forme désirée 


F2 +1) = ale exp (#(In x — x))dx 
0 


Le maximum de In x — x = S(x) est atteint si S’(x) = = — 1 = 0, donc en x = 1. 
En ce point, S”(1) = —1,f = 1, S(1) = —1. On obtient la formule de Stirling 


nr n"+l fw exp (#$(1)) = v 27 nn” e” 


La méthode se généralise au cas où la première dérivée non nulle de S est SP”, on 


obtient i 
ay fa (2n)! ý 
IQ) & P r(=) [==] f(x) exp AS (x) 


Développements asymptotiques d’intégrales 


La méthode heuristique pour obtenir ce résultat est de remplacer les fonctions par 
leur développement de Taylor. Le changement par rapport au cas précédent est 


que S(x) © S(x0) + cae (xo) (x — x)”. L'intégrale étalon est maintenant 


+00 
J exp(—2?")dt = LT (+). 


—C0 


S’il y a plusieurs points col, leurs contributions s'ajoutent. Cela se produit par exemple 
pour les fonctions d’Airy généralisées étudiées dans le chapitre 11. Mais, en général, 
sauf s’il existe des symétries, une des contributions est dominante. La méthode se 
généralise aussi au cas multidimensionnel. En notant H le Hessien de S 


[ee OO = de) (12.5) 
x —— f(x) ex Xs ; 
AP? de (Heyy TT 


DEP) Méthode de la phase stationnaire 


Elle est utilisée pour calculer le développement asymptotique pour À — © d’inté- 
grales de la forme 


+00 
I= f(x) exp (AS (x)) dx (12.6) 


Le contour est laxe réel, f(x) et S(x) sont des fonctions régulières, S est réelle. 
Pour simplifier, f est supposée à support compact, mais les résultats restent appli- 
cables même si ce n'est pas le cas. L'intégrale J doit alors être considérée comme 
une intégrale oscillante. Un facteur de convergence est introduit, et J est définie 


+00 
comme lim i avec I, = J f(x) exp (GAS (x) — ex?) dx. Cette définition per- 
e> 


met notamment de donner un sens à des intégrales non absolument convergentes 
+00 
comme xÍ exp (ix?)dx. La dérivation des formules est très semblable à celle de 


—CoO 
la section précédente. 


Par définition, x, est un point de phase stationnaire si S’(x;) = 0. Hors des voisinages 
de ces points, la phase AS (x) varie rapidement, car sa dérivée est A S’ (x). Il se produit 
une compensation par oscillations, et la contribution à l'intégrale des intervalles sans 
point de phase stationnaire est petite. Plus précisément, on peut démontrer que 7 
définie par (12.6) décroît plus vite que toute puissance de À. C’est le lemme de la 
phase non stationnaire. En effet, si S’(x) Æ 0 sur tout le domaine d'intégration, en 


intégrant par parties 
+00 ; P+ 7 
I =J FO 500 exp (ikS(x) abe = if (£2) exp GAS (x) dx 
àJ-œ \S'(x) 


-oo 1ÀAS'(x) 


Après 7 intégrations par parties, licites puisque f et S sont indéfiniment dérivables, 
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JA +00 _ (Bai | 
= (=) J. B, (x) exp (4A S(x) ) dx, By = ($=) 


+00 

B, est, comme f, à support compact, J B,(x) exp (iA S(x))dx < Ca, donc 
—00 

|Z| < C,A~”, Yn : I décroît donc plus vite que toute puissance négative de À. 


Ce résultat n’est pas valide si les fonctions (resp. de leur dérivée nième) ont une discon- 
tinuité. On peut montrer dans ce cas que J décroît seulement en A~! (resp. 4~”~!). 
Cela se produit par exemple (discontinuité de la fonction f) quand on intègre sur 
un intervalle [ a, b] . L'intégration par parties génère alors un terme supplémentaire : 


b 
_ f(x) Í 
I= asa (exp(zkS(x))) dx 
= ile ASG ea a de aso | 
ade \SG) OP SG)? ; 


S’il existe des points de phase stationnaires, le d.a. de Z est déterminé par les valeurs 
prises par les fonctions et leurs dérivées en ces points. Commençons par le cas où il 
y a un seul de ces points x;, et où S”(x;) 0. L'idée est toujours, pour obtenir un 
résultat explicite, d’approximer f et S au voisinage de x; par leurs développements 
de Taylor : 


S(x) © SG) + Se) (x — x) 2 f(x) À f (xs) 
Reportons ces approximations dans l'intégrale 
+00 a 2 
I ~ f(x) exp (AS (x) J exp (asro EL) dx 


On reconnaît une intégrale gaussienne 


+00 2 on 
J exp (ase) dx = Ge — exp i— = sgn(S" (x;)) 


~ | fn) exp (AS (xs) + iS agn(S" (x,))) (12.7) 


Le résultat (12.7) peut étre démontré plus rigoureusement comme dans la partie 
consacrée à la méthode de Laplace, en effectuant le changement de variable S(x) — 
S(x) = 7°, puis en appliquant une variante du lemme de Watson due à Erdelyi, 


donnant le développement asymptotique de ®(A) = Í xP—1 F(x) exp ixt) dx 
0 


Il s'énonce ainsi (noter le facteur exp (4 Ete )) 


Développements asymptotiques d’intégrales 


ES k+B k+B\ f(0) 
a ya Bie EE 
(À) a À mf E Je p(: ) 


! 
= 2a k! 
Cette méthode permet d’obtenir les coefficients successifs du développement ([3], 
p. 164). 


S’il existe plusieurs points de phase stationnaire : S’(x’) = 0 en x/, le d.a. est la 
somme des « contributions de phase stationnaire ». Comme ces contributions sont 


> —i : x : 
toutes d'ordre À 77, elles doivent être toutes prises en compte. 


Ce résultat se démontre en utilisant une partition de l’unité couvrant le support F 


def :1r = D gil) + dv, (x). Les g; valent 1 au voisinage de xi, les Y, sont 


1 r 
nulles au voisinage de tous les points stationnaires. Par le lemme de la phase non 


+00 
stationnaire, J (my. o) f(x) exp (AS (x)) dx est négligeable et 


—C0 


+00 
=} pi(x)f (x) exp (AS (x)) dx 


Re Te AGDE ne) 
x i]s" x) exp GAS OG) Pee x, 


27 i : i T mi 
aos a> Nay Pe ey ee (x;))) 


Appliquons ce résultat à la représentation intégrale de la fonction d’Airy (voir chapitre 


+00 
précédent) pour un argument négatif Ai(—t) = ie exp it?/2(—x + 5x3) dx 
—Co 
qui se met sous la forme précédente, avec f = 1 et S(x) = —x + x°/3. Les 


points stationnaires vérifient par définition S’(x) = x? — 1 = 0. Donc il y a deux 
contributions de phase stationnaire en x = +1. Comme S(+1) = F$, S" (+1) = 
+2, on obtient 


27 T 2 T 
Se iS (+1 i — (HD) = #94 Zp H 
Ir ASE TOE AE (+54 "a 


Donc (résultat obtenu par descente rapide dans le chapitre précédent, formule 
(11.11)), pour t — oo 


1 2. 
Ai(—t) & mm” cos EL — z) 
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La méthode est notamment utilisée dans le chapitre 5, et plus spécifiquement dans 
les sections 5.2 et 5.3 sur les schémas d’ordre 2 non dissipatifs. Une version de la 
méthode est parfois utilisée quand le grand paramètre n’apparaît pas sous forme 
multiplicative : 


20 
Fe ee iT sgn( 5" (x) ))) 


C’est alors directement | S" (x) | qui sert de grand paramètre. Par exemple, partant de 
la représentation la plus usuelle de la fonction d’Airy, le résultat plus haut est obtenu 
directement. La méthode se généralise au cas où la première dérivée non nulle de S 


au point stationnaire est d'ordre m. Les intégrales étalons auxquelles on se ramène 
OO 


sont maintenant / exp (ix’”) dx. Par exemple, pour m impair 
0 


l/m 
RS EN ee T (cl 
IQ © = (=) (l oo] f(x) cos (AS (x5) + zp Ens (x))) 


Exercice : montrer Ai = Ip lw 
: que Ai(0) = 57l (5) 37 cos & © 0,355 03 


La méthode se généralise au cas multidimensionnel, i.e. pour calculer J = / f(x) 
Rd 


exp (iAS(x))d¢x. En utilisant Papproximation S(x) © S(x) + (x — x) H (x) 
(x — x,)/2, où H est la matrice hessienne, supposée de rang d, de S, on obtient 


DL 


(20)4/? a 
x de (Hay C9 exp (ZkS(x;) + i en (%))) (12.8) 


Où sen(H(x)) = n} — n_, n4(resp n—) : nombre de valeurs propres > 0 (resp. 
< 0) de H(x;). Le cas où une ou plusieurs valeurs propres sont nulles est assez peu 
documenté. 


Nous nous sommes limités au premier terme du d.a., ce qui est suffisant dans la 
majorité des applications. Nous utilisons (12.8) dans le chapitre 7. Les formules 
générales sont présentées dans les références. 


DYE PEW Méthode du col 


Rappelons la forme de l'intégrale à approximer : 


r= | fo exp (AS(z)) dz (12.9) 
C 
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Développements asymptotiques d’intégrales 


Le contour C est maintenant dans le plan complexe, f et S sont des fonctions 
analytiques. La méthode de Laplace est un cas particulier de méthode du col, mais 
aussi un ingrédient essentiel de cette méthode. En effet, le principe de la méthode 
est de déformer C (au sens de le remplacer par) sur le contour dit de descente 
rapide (CDR), où la partie imaginaire v de S = u + iv est constante, si bien que 


I = exp (iÀ vf fo exp (Au(z))dz et que l’intégrale peut alors être approximée 
Ç. 
par la méthode de Laplace. 


Une interprétation géométrique de la méthode est utile à sa compréhension. Par les 
relations de Cauchy, les lignes de niveau de v sont les courbes intégrales du gradient 
de u. Nous suivons dans les grandes lignes la présentation de [7]. Posant z = x + ży 
et traitant # comme le troisième axe orthogonal à x et y, équation u = u(x, y) 
définit une surface U dans l’espace (x, y u). Si ze = xe + iyc est un point critique, 
ie. S' (z) = 0, uy(Z) = uy(&) = 0. Mais u est, en tant que partie réelle d’une 
fonction analytique, harmonique, donc n’a pas de minimum ni de maximum absolu. 
Le point (xc, yc) est donc un point col de u, au sens où la surface U a la forme d’un 
col (ou d’une selle, ou d’un paraboloïde hyperbolique) au voisinage de ce point. Dans 
le cas S” (z) Æ 0, S(z) © S(z) + 55" (Zz — z), 


S"(&)(z — z)? = |S" (ze)| |z — zel? exp (Zi arg (z — ze) + iarg (S"(z))) 


u(z) — u(z) © ; |S” (z.)| |z — zel? cos (2 arg (z — z,) + arg (S"(z))) 


En somme, la courbe section de U par le plan passant par z, et contenant l’axe vertical 
u et la droite horizontale arg (z — z.) = 0 est approximativement une parabole 


— montante si cos (20 + arg (S""(z,))) > 0 
— descendante si cos (20 + arg (S”(z))) < 0 


En particulier, si 2 arg (z — ze) + arg (S”(z)) = a, notant s l’abcisse curviligne 
sur cette courbe D, en prenant l’origine en ze, u(s) — u(0) © —1 [S”"(z)| suls). 
La courbe D est celle où # décroît le plus rapidement de part et d'autre de ze, ce 
qui définit le chemin de descente rapide D sur U. Le point col est à Paltitude u 
maximum sur D. 


Si 20 + arg (S”(z)) = 0, u(z) — ulz) © 5 |S” (z.)| |z —z,|*. Comme u(s) — 
u(0) © 1 |S” (z)| s2, u(s) croît donc le plus rapidement possible de part et d’autre 
de z,. M est donc le chemin de montée rapide, ou la ligne de faite sur U. Le point 
col est à l’altitude u minimum sur M. 


Globalement, le plan complexe se divise en deux secteurs de collines, —% — 
arg (S”(z)) < arg (z — z) < + — arg (S"(z,)) et son symétrique par rapport à ze, 


où u(z) > u(z) et deux secteurs de vallées + — 5 arg (S"(z)) < arg (z — z) < 


is — 5 arg (S”’(z,)) et son symétrique par rapport à z,. Le chemin de descente rapide 


est tangent à la bissectrice des secteurs de vallées arg (z— z) = +5 — 1 arg (S”(z)). 
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La partie imaginaire de S vaut approximativement 
1 
v(z) — v(z) À z |S" Cze)| |z — z| sin (2 arg (z — z,) + arg (S”(z-))) 


Sur le chemin de descente rapide sin(2arg(z — ze) + arg(S”(z))) = 
sin (+7) = 0 ce qui confirme sa définition comme courbe, où la partie imaginaire 
de S est constante. 


Prenons l'exemple où S est réelle et a un seul maximum, arg (S"(z,)) = 7 . La surface 
U est approximativement au voisinage de z. = x, le paraboloide hyperbolique 


1 1 2 2: 
u(x 9) = u(x) — > |S” (xe)| (x — xe)” — y — y) 


Le CDR a une tangente d’angle défini par 2 arg (z — ze) +7 = 7, arg(z— x) = 
0 mod x, donc c’est laxe réel. Le contour de montée rapide, projection de M, est 
l'axe imaginaire. 

La méthode du col anse comme dit plus haut, à intégrer le long du CDR. Comme 
v = cte etu X —s AE (ze) | s? s^, il est possible d’ appuduce la méthode de Laplace. Le 
seul changement est une rotation globale d'angle + — 5 + arg (S’"(z,)). Formellement, 
la formule est identique a (12.3) obtenue Re lent avec la méthode de Laplace 


Mais, maintenant, — S” (x¢) est un nombre complexe. Appliquons à titre d’illustra- 
tion la méthode dans le cas où S = ¿T , qui peut être traité par la phase stationnaire. 


Si T” >0, 
nn P 
=  _ F 


eton retrouve bien sûr le résultat de la phase stationnaire, avec un CDR d’angle Ẹ avec 
Paxe des x. Il est plus direct dans ce cas d’utiliser la phase stationnaire. Mais, certaines 
intégrales ne peuvent être traitées que par la méthode du eok Un exemple simple est la 


ae 


fonction d’Airy pour un argument positif Az(t) = exp #%/2(x + 5x9) dx 


=00 
qui se met sous la forme (2), avec f = 1 et S(x) = i(x + x?/3). Il est traité en 
détail dans la sous-section 11.1.1 sur les fonctions d’Airy. Les points cols vérifient 
par définition S’(x) = x? + 1 = 0. Donc il y a deux cols en x = +i, mais le 
contour initial ne peut être déformé que sur le CDR passant par 7, où S” (i) = 
2ix = —2, S(i) = —1 + 3 = —4. La formule (12.10) donne le premier terme du 
développement asymptotique de la fonction (voir chapitre précédent) 


Développements asymptotiques d’intégrales 


1/2 3 
Sas F | 27 2 3 1 1/4 — 2:2 
ar 27 2812 P (+) T N a 


Cette intégrale n’est traitable que par la méthode du col, car il n’y a pas de point 
critique sur l’axe réel. Le lemme de la phase non stationnaire ne donne qu’une 
information qualitative de décroissance plus rapide que toute puissance de #, ce 
que confirme la formule ci-dessus. La méthode, et notamment (12.10), est utilisée 
pour approximer la solution du schéma upwind (section 5.1) et celle des schémas 
discrétisant l'équation de la chaleur (chapitre 8). 


Comme pour la méthode de Laplace, la méthode du col peut fournir les termes 
suivants du développement asymptotique, et être généralisée au cas où la première 
dérivée non nulle de S est S?”!, Nous renvoyons aux références pour les formules 
explicites. Le point délicat de la méthode est la détermination du CDR approprié : 
comme le souligne M. Fedoriouk, il s’agit d’un problème global, et il n'existe pas de 
méthode générale pour le résoudre. 


Une autre difficulté apparaît dans le cas multidimensionnel : la généralisation de la 
méthode reste un sujet ouvert. Malgré tout, la qualifier de méthode obsolète [5] est 
quelque peu excessif. 


Nous espérons que ce bref chapitre aidera le lecteur à se familiariser avec les techniques 
de développements asymptotiques d’intégrales. Nous n’avons pas abordé le sujet im- 
portant, mais difficile, des développements asymptotiques uniformes : les formules 
présentées ne sont valides que sous condition : par exemple (12.7) diverge si f a un 
pôle au point stationnaire. Les références contiennent des présentations détaillées et 
rigoureuses, et de nombreux exemples. Les points de vue adoptés sont différents, si 
bien qu'il est difficile d’en recommander une seule. L'article [5] est particulièrement 
clair. Les livres [3] de M. Fedoriouk, disponibles qu’en russe, contiennent énormé- 
ment de résultats, repris en partie dans le livre de R. Wong, complet et pédagogique, 
tout comme celui de N. Temme. L'ouvrage de Paris [4] est plus spécialisé sur hy- 
perasymptotique, mais son premier chapitre présente clairement la méthode du col, 
celui de Butler [1] contient un grand nombre d’applications en statistique. Enfin, le 
rapport [2] est trés pédagogique. 
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